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Prefacio

El enfoque general de este libro es el mismo de las ediciones an-
teriores. De acuerdo con Aristételes, consideramos a la légica desde
dos puntos de vista distintos: Por un lado, la légica es un instrumento
orginico para apreciar (o evaluar) la correccién del razonamiento;
por otro lado, los principios y los métodos de la légica usada como
un instrumento orgdnico son temas de interés e importancia para
investigarlos en forma sistematica. Este enfoque dual de la légica
es, en especial, apropiado para la légica simbélica moderna. A tra-
vés del desarrollo de sus simbolos especiales la l6gica ha llegado
a ser incomparablemente més poderosa como instrumento de anéi-
lisis y deduccién. Y los principios y los métodos de la légica simbé-
lica se investigan de manera fructifera por medio del estudio de los
sistemas logisticos.

En la primera mitad de este libro, los Caps. 1 a 5, se presentan
las notaciones, los métodos y principios estindar de la légica sim-
bolica que se usan al determinar la validez o invalidez de los ar-
gumentos. En esta parte se consideran sucesivamente los modos
cada vez mis complejos de argumentacién: primero aquellos cuya
validez tiene que ver con los compuestos funcién de verdad* de
enunciados simples; después, los que involucran los tipos mas sim-
ples de cuantificacién; luego las cuantificaciones multiples mas com-
pPlejas, y por Gltimo, los argumentos relacionales. Se introducen los
métodos estdndar de las tablas de verdad, las reglas de inferencia,
los modos de prueba condicional e indirecto y la teoria de la cuanti-
ficacién por medio de las técnicas de “deduccién natural”. Se desarro-
lla en un capitulo aparte la légica de las relaciones, que incluye la
teoria de la identidad, las descripciones definidas, los predicados de
tipo superior y la cuantificacién de las variables predicativas Se in-
cluyen numerosos ejercicios para ayudar al estudiante a adquirir un
dominio prictico del material.

* También se llama a esta composicién, compesicidn veritativo-funcional. (N. del T.)
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La segunda mitad del libro contiene un tratamiento sistemético
de los principios légicos que se usan en la primera mitad. Después de
un breve estudio de los sistemas deductivos en general, se desarro-
lla un célculo proposicional de acuerdo con los estindares de rigor
modernos més elevados, y se prueba que es consistente y completo.
Se presentan notaciones y fundamentos axiom4ticos alternativos para
los célculos proposicionales, y entonces, se desarrolla un célculo
funcional de primer orden. Se muestra que este Gltimo es equivalente
a los métodos de “deduccién natural” de la primera mitad del libro, y
también se demuestra que es consistente y completo.

Hay tres apéndices: el primero presenta las Expansiones Boolea-
nas como un método algebraico de evaluacién de la correccién de
los argumentos funcién de verdad; el segundo trata del Algebra
de clases, y el tercero de la teorfa ramificada de los tipos.

Esta cuarta edicién de Ldgica Simbélica difiere de las anteriores
en muchos aspectos. Uno es de organizacién puramente: la regla
de Prueba Condicional Reforzada pasa del Cap. 4 al Cap. 3, donde se
le puede usar al trabajar con argumentos puramente de funcién de
verdad. Otros aspectos en que la nueva edicién difiere son los si-
guientes, En la Sec. 1.2 hay un examen un tanto méis cuidadoso
de las distinciones entre enunciados, proposiciones y oraciones. En
la Sec. 2.1 se presta atencién al papel que desempenan palabras
como “o0”, “ni”, “ambos” y frases como “ni ... ni. y “a menos
que” y al significado que tiene la posicién que ocupa la palabra “no”
en enunciados compuestos. En la Sec. 2.3 se enuncia mis explicita-
mente lo que se supone al desarrollar la légica de las funciones de
verdad. En la Sec. 3.2 se sugieren otras reglas practicas para encon-
trar las pruebas formales de validez. En la Sec, 7.6 se da una mejor
prueba del Metateorema V. En la Sec. 8.2 sefialamos el peligro de
la definicién “creativa” y se presenta una prueba diferente de la com-
Pletud deductiva del sistema de Hilbert-Ackermann que da al estu-
diante una visién de dos métodos independientes y muy distintos
para establecer resultados de completud deductiva de ciiculos pro-
posicionales. En la Sec. 9.1 hay una prueba mis sencilla de consis-
tencia para el célculo de primer orden. Se agrega una nueva Sec.
9.7 en la que se deriva la teorfa de la identidad a partir de un solo
esquema de axioma adicional, siguiendo una sugestién del profesor
Hao Wang.

La primera mitad del libro est4 escrita para ayudar a los estu-
diantes a adquirir dos habilidades distintas. Una es la habilidad de
analizar enunciados y argumentos del lenguaje ordinario y traducir-
los a las notaciones de la l6gica simbélica. La otra es la habilidad
para aplicar las técnicas y los métodos de la légica simbélica a la
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determinacion de la validez o invalidez de los argumentos ya simbo-
lizados. Cuando en un problema se necesitan las dos técnicas, un
error de traduccién puede anular el ejercicio de apreciaciéon de la
validez. En consecuencia, se proponen méis ejercicios para ayudar
al estudiante a desarrollar estas habilidades por separado. Mis ejer-
cicios de simbolizacién se han insertado en los Caps. 2, 4 y 5 y
nuevos argumentos ya simbolizados se insertaron en los Caps. 3,
4 y 5 como ejercicios de apreciacién de la validez, En esta nueva
edicion aparecen mas de doscientos nuevos ejercicios: ejercicios
de traduccién al lenguaje simbélico y ejercicios de estimacién de la
validez; algunos ejercicios nuevos para ayudar al estudiante a reco-
nocer las formas y las formas especificas de los enunciados y los
argumentos; y algunos respecto a diferentes sistemas de axiomas
de los cuales hay que probar la independencia, la consistencia y la
completud.

Numerosos profesores de 16gica han tenido la amabilidad de su-
gerir maneras de mejorar el libro. He considerado con sumo interés
todos los consejos recibidos, aunque no he podido incorporar todos
los cambios sugeridos. Por las titiles sugestiones comunicadas estoy
de manera especial agradecido con el profesor Alan Ross Ander-
son de la Universidad de Pittsburgh, Lynn Aulick del Cedar Crest
College, William F. Barr del State University of New York College
en Cortland, Walter A. Bass de la Universidad Estatal de Indiana,
Robert W. Beard de la Universidad Estatal de Florida, Richard
Beaulieu de Paris, James C. Bohan“Jr., de la Universidad Estatal de
Wichita, Murray Braden del Malcalyster College, Lorin Browning
del College of Charleston, Mario Bunge de la Universidad MecGill,
David R. Dilling del Grace College, Earl Eugene Eminhizer de la Uni-
versidad Estatal de Youngstown, Barry R. Gross del York College,
Universidad de la Ciudad de Nueva York, Herbert Guerry de la Uni-
versidad Estatal de Idaho, James N. Hullett de la Universidad de
Boston, R. Jennings de la Universidad Simon Fraser, Robert W.
Loftin de la Universidad Stetson, Warren Matthews del Old Dominion
College, Robert W. Murungi de la Universidad de Dubuque, Jean
Porte del Centre National de la Recherche Scientifique, Samuel A.
Richmond de la Universidad Estatal de Cleveland, Donald Scherer
de la Universidad Bowling Green, Anjan Shukla de la Universidad de
Hawaii, Leo Simons de la Universidad de Cincinnati, Frederick Suppe
de la Universidad de Illinois, Norman Swartz de la Universidad Si-
mon Fraser, William J. Thomas de la Universidad de Carolina del
Norte en Charlotte, William C., Wilcox de la Universidad de Missouri
y Jason Xenakis de la Universidad Estatal de Louisiana.
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Introduccion:
La Logica vy el Lenguaje

1.1. ;Qué es la Logica?

Es facil hallar respuestas a la pregunta “;Qué es la Légica?”
Segtin Charles Peirce, “Se han dado casi un centenar de definiciones
de ella”.! Pero Peirce continua diciendo: “Sin embargo, se concedera
generalmente que su problema central es la clasificacion de los
argumentos, de modo que todos los que sean malos se pongan de
un lado y los que sean buenos del otro ...”

El estudio de la Lodgica, entonces, es el estudio de los métodos
y principios usados al distinguir entre los argumentos correctos
(buenos) y los argumentos incorrectos (malos). Con esta defini-
cién no se intenta implicar, desde luego, que uno puede hacer la
distincién sélo si ha estudiado légica. Pero el estudio de ésta
ayudard a distinguir entre los argumentos correctos y los incorrec-
tos, y lo hard de varias maneras. Ante todo, en el estudio propio
de la légica, ésta se aborda como un arte y como una ciencia y el
estudiante hara ejercicios en todas las partes de la teoria estudiada.
Aqui, como en cualquier parte, la prictica ayudari a alcanzar la
perfeccién. En segundo lugar, el estudio de la légica, especialmente
la l6gica simbélica, como el estudio de cualquier ciencia exacta in-
crementard la capacidad de razonamiento. Y por Gltimo, el estudio
de la légica dard al estudiante ciertas técnicas para probar la vali-
dez de todos los argumentos, incluyendo los suyos. Este conocimiento
tiene valor porque cuando los errores son de ficil deteccién es menos
probable que se cometan,

La légica se ha definido con frecuencia como la ciencia del
razonamiento. Esta definicién, aunque da una clave a la naturaleza

1 “Logic” en el Dictionary of Philosophy and Psychotogy, editado por James Mark
Baldwin, New York, The Macmillan Company, 1925.
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de la légica, no es muy exacta. El razonamiento es la clase espe-
cial de pensamiento llamada inferencia, en la que se sacan conclu-
siones partiendo de premisas. Como pensamiento, sin embargo, no es
campo exclusivo de la légica, sino parte también de la materia de
estudio del psicélogo. Los psicélogos que examinan el proceso del
razonamiento lo encuentran en extremo complejo y altamente emo-
cional, consistente en torpes procedimientos de prueba y error
iluminados por subitas —y a veces en apariencia inconsecuentes—
visiones internas. Todos son de importancia para la psicologia. Pero
el légico no se interesa en el proceso real del razonamiento. A él le
importa la correccién del proceso completado. Su pregunta siempre
es: /se sigue la conclusién alcanzada de las premisas usadas o
supuestas? Si las premisas son un fundamento adecuado para
aceptar la conclusién, si afirmar que las premisas son verdaderas
garantiza el afirmar la verdad de la conclusién, entonces €l razona-
miento es correcto. De otra manera es incorrecto. Los métodos y
técnicas del ldégico se han desarrollado primordialmente con el
objeto de aclarar la distincién. El légico se interesa en todo razona-
miento, sin atender al contenido del mismo, sino s6lo desde este
punto de vista especial.

1.2. La Naturaleza del Argumento

La inferencia es una actividad en la que se afirma una propo-
sicién sobre la base de otra u otras proposiciones aceptadas como el
punto de partida del proceso. Al légico no le concierne el proceso
de inferencia, sino las proposiciones iniciales y finales de ese pro-
ceso y las relaciones entre ellas.

Las proposiciones son o verdaderas o falsas, y en esto difieren
de las preguntas, érdenes y exclamaciones, Los gramaticos clasifi-
can las formulaciones lingiiisticas de las proposiciones, preguntas,
ordenes y exclamaciones, en oraciones declarativas, interrogativas,
imperativas y exclamatorias, respectivamente. Estas nociones son
familiares. Es costumbre distinguir entre las oraciones declarativas
y las proposiciones que se afirman al pronunciar aquéllas, La dis-
tincién se hace resaltar observando que una oracién declarativa es
siempre parte de un lenguaje, lengua en que se dice o se escribe,
mientras que las proposiciones no son privativas de ninguna de
las lenguas en que se expresen. Otra diferencia es que la misma
oracién articulada en diferentes contextos puede afirmar diferentes
proposiciones. (Por ejemplo, la oracién “Tengo hambre”, puede ser
proferida por personas diferentes haciendo aserciones diferentes.)
La misma clase de distincién puede establecerse entre las oracio-
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nes y los enunciados. Puede hacerse el mismo enunciado utilizando
palabras diferentes, y la misma oracién puede ser dicha en contex-
tos diferentes para hacer enunciados diferentes. Los términos “enun-
ciado” y “proposicién” no son sinénimos exactos, pero en los escritos
de los l6gicos se usan mas o menos en el mismo sentido. En este
libro se usaran los dos términos. En los capitulos siguientes usare-
mos también el término “enunciado” (especialmente en los Caps.
2y3) y el término “proposicién” (especialmente en los Caps. 4y5)
refiriéndonos a las oraciones en las que se expresan los enunciados
(y las proposiciones). En cada caso, el significado quedari claro
por el contexto.

A cada ‘nferencia posible corresponde un argumento, y de estos
argumentos trata la légica primordialmente. Un argumento puede
definirse como un grupo cualquiera de proposiciones o enunciados
de los cuales se afirma que hay uno que se sigue de los demas,
considerando éstos como fundamento de la verdad de aquél, La
palabra argumento también tiene otros significados en su uso co-
tidiano, pero en la logica tiene el sentido técnico explicado. En los
capitulos que siguen usaremos también la palabra argumento en
un sentido derivado para referimos a una oracién cualquiera o
coleccion de oraciones en que estid formulado o expresado un argu-
mento. Cuando asi lo hagamos, presupondremos que la claridad
del contexto permite asegurar que al pronunciar esas oraciones se
hacen enunciados tnicos o se afirman proposiciones (nicas.

Todo argumento tiene una estructura, en cuyo anilisis usual-
mente se emplean los términos “premisa” y “conclusién”. La con-
clusion de un argumento es la proposicién afirmada basindose en
las otras proposiciones del argumento y estas otras proposiciones
que se afirman como fundamento o razones para la aceptacion de
la conclusién son las premisas de ese argumento.,

Notemos que “premisa” y “conclusién” son términos relativos,
en el sentido de que la misma proposicién puede ser premisa en un
argumento y conclusién en otro. Asi, Todos los hombres son mor-
tales, es premisa en el argumento

Todos los hombres son mortales.
Sécrates es un hombre.
Por lo tanto, Sécrates es mortal.

y conclusién en el argumento

Todos los animales son mortales.
Todos los hombres son animales,
Luego, todos los hombres son mortales,
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Toda proposicién puede ser premisa o conclusion, dependiendo del
contexto. Es una premisa cuando se presenta en un argumento en
el que se le supone para demostrar alguna otra proposicién, y es
una conclusién cuando se presenta en un argumento que se Ppre-
tende la demuestra basandose en las otras proposiciones que se
suponen,

Es costumbre distinguir entre argumentos deductivos e induc-
tivos. En todos los argumentos se pretende que las premisas propor-
cionan algin fundamento para la verdad de sus conclusiones, pero
s6lo en un argumento deductivo se pretende que sus premisas pro-
veen un fundamento absolutamente concluyente. Los términos téc-
nicos “valido” e “invélido” se usan en lugar de “correcto” e “inco-
rrecto” al caracterizar los argumentos deductivos. Un argumento
deductivo es vdlido cuando sus premisas y conclusién estdn relacio-
nadas de modo tal que es absolutamente imposible que las premisas
sean verdaderas, a menos que la conclusién lo sea también. La tarea
de la 16gica deductiva es la de aclarar la naturaleza de la relacién
que existe entre premisas y conclusién en un argumento valido, y
proporcionar las técnicas de discriminacién entre los véalidos y los
invalidos.

En los argumeritos inductivos s6lo se pretende que sus premisas
proporcionan algun fundamento para sus conclusiones. Ni el tér-
mino “valido” ni su opuesto “invilido” se aplican con propiedad a los
argumentos inductivos, Los argumentos inductivos difieren entre si
en el grado de verosimilitud o probabilidad que sus premisas con-
fieren a sus conclusiones, y se les estudia en la légica inductiva.
Pero en este libro nos ocuparemos solamente de los argumentos de-
ductivos y usaremos la palabra “argumento” en referencia exclusiva
a los argumentos deductivos.

1.3. Verdad y Validez

La verdad y falsedad caracterizan las proposiciones o los enun-
ciados, y puede decirse, en sentido derivado, que caracterizan las
oraciones declarativas en que se les formula. Pero los argumentos
no se caracterizan propiamente por cuanto que son verdaderos o
falsos. Por otro lado, la validez y la invalidez caracterizan los argu-
mentos mis bien que las proposiciones o los enunciados.? Hay una
conexién entre la validez o invalidez de un argumento y la verdad

z Algunos légicos usan el término “vilido” para caracterizar enunciados gque son 8gica-

mente verdaderos, como se explicari en la Sec. 9.6 del Cap.:9. Sin embargo, por ahora
aplicamos los términos “vélido” e “invalide” exclusivamente a los argumentos.
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o falsedad de sus premisas y conclusién, pero esta conexién no es
de ningin modo una conexién simple,

Algunos argumentos validos solamente contienen proposiciones
verdaderas, como, por ejemplo,

Todos los murciélagos son mamiferos.
Todos los mamiferos tienen pulmones.
Luego, todos los murciélagos tienen pulmones.

Pero un argumento puede contener proposiciones falsas exclusiva-
mente y ser vilido a pesar de todo, como, por ejemplo,

Todas las truchas son mamiferos.
Todos los mamiferos tienen alas.
Luego, todas las truchas tienen alas.

Este argumento es vélido porque si sus premisas fuesen verdaderas
su conclusién tendria que ser verdadera también, aunque de hecho
son falsas. Estos dos ejemplos muestran que, aunque algunos argu-
mentos vilidos tienen conclusiones verdaderas, no todos las tienen
verdaderas. La validez de un argumento no garantiza la verdad de
su conclusién,

Cuando consideramos el argumento

Si soy presidente entonces soy famoso.
Yo no soy presidente.
Por tanto, yo no soy famoso.

Podemos ver que aunque tanto las premisas como la conclusién son
verdaderas, es un argumento invilido. Su invalidez se hace obvia al
compararlo con otro argumento de la misma forma:

Si Rockefeller es presidente, entonces es famoso.
Rockefeller no es presidente.
Luego, Rockefeller no es famoso.

Este argumento es claramente invalido, puesto que sus premisas
son verdaderas pero su conclusién es falsa. Los dos tiltimos ejem-
plos muestran que aun cuando algunos argumentos invalidos tienen
conclusiones falsas no todos las tienen falsas. La falsedad de su
conclusién no garantiza la invalidez de un argumento. Pero la fal-
sedad de su conclusién si garantiza que o el argumento es invilido
0 por lo menos una de sus premisas es falsa.

Hay dos condiciones que debe satisfacer un argumento para
establecer la verdad de su conclusién. Debe ser valido y todas
sus premisas deben ser verdaderas. Al légico sélo atafie una de estas
condiciones. Determinar la verdad o falsedad de las premisas es ta-
rea de la investigacién cientifica en general, pues las premisas
pueden tratar de cualquier asunto. Pero determinar la validez o in-
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validez de los argumentos es el campo especial de la l6gica deductiva.
Al légico le interesa la cuestién de la validez aun para argumentos
cuyas premisas puedan ser falsas,

Podria cuestionarse la legitimidad de ese interés. Podria sugerirse
que se confinara nuestra atencién sélo o los argumentos de premisas
verdaderas. Pero es frecuentemente necesario depender de la validez
de argumentos cuyas premisas son de verdad desconocida. Los cien-
tificos modernos investigan sus teorias deduciendo conclusiones de
las mismas que predicen el comportamiento de fenémenos obser-
vables en el laboratorio o €l observatorio. La conclusién se pone a
prueba entonces directamente por observacién y, si es verdadera,
esto tiende a confirmar la teoria de donde se dedujo, pero si es
falsa queda refutada la teoria. En uno y en otro caso el cientifico
tiene un interés vital en la validez del argumento por el que la
conclusién puesta a prueba se deduce de la teoria investigada; por-
que si el argumento es invélido, su procedimiento es indtil. Lo que
precede es una descripcién sobresimplificada del método cientifico,
pero sirve para mostrar que las cuestiones de validez son importan-
tes aun en argumentos de premisas falsas.

1.4. Légica Simbolica

Se ha explicado que a la légica le conciemen los argumentos y
que éstos contienen proposiciones o enunciados como sus premisas
y conclusiones. Estas dltimas no son entidades lingiisticas, como
las oraciones declarativas, sino més bien son lo que las oraciones
declarativas tipicamente afirman al ser articuladas. Sin embargo, la
comunicacién de proposiciones y argumentos requiere el uso del
lenguaje, y esto complica nuestro problema. Los argumentos formu-
lados en inglés o cualquier otro lenguaje natural son de diffcil
evaluacién debido a la vaga y equivoca naturaleza de las palabras
en que se expresan, la ambigiiedad de su construccién, sus expre-
siones idiométicas, que pueden interpretarse mal, y su estilo me-
taférico agradable por un lado, pero engafioso por otro. Sin embargo
la resolucién de estas dificultades no es el problema central para el
l6gico, porque aun ya resueltas queda todavia el problema de decidir
la validez o la invalidez del argumento.

Para evitar las dificultades periféricas ligadas al lenguaje ordi-
nario, los trabajadores de las ciencias han desarrollado vocabularios
técnicos especializados. El cientifico economiza el espacio y el
tiempo requeridos para la escritura de sus reportes y teorfas adop-
tando sfmbolos especiales para expresar ideas que de otra manera
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requeririan una larga sucesién de palabras familiares para su for-
mulacién. Esto tiene la ventaja adicional de reducir la cantidad de
atencién requerida, puesto que cuando una oracién o ecuacién
se alarga demasiado se hace mas dificil captar su significado. La
introduccién del simbolo exponente en las matematicas permite ex-
presar la ecuacién

AXAXAXAXAXAXAXAXAXAXAXA=BXBXBXBXBXBXB

m4s breve e inteligiblemente como

Az = g7
Una ventaja semejante se ha logrado usando las férmulas graficas
en la quimica orgénica; y el lenguaje de cualquier ciencia avanzada
se ha visto enriquecido por innovaciones simbélicas similares.

La légica también ha desarrollado un sistema de notacién téc-
nica especial. Aristételes hacfa uso de ciertas abreviaciones para
facilitar sus investigaciones, y la légica simbélica modema ha crecido
con la introduccién de otros muchos simbolos especiales, La dife-
rencia entre la légica nueva y la antigua es mis una cuestién de
grado que de naturaleza, pero la diferencia de grado es tremenda.
La légica simbélica moderna es incomparablemente més poderosa
como herramienta de andlisis y deduccién a través del desarrollo
de un lenguaje técnico propio, Los simbolos especiales de la légica
moderna nos permiten exhibir con mayor claridad las estructuras
légicas de argumentos cuya formulacién puede quedar oscura en
el lenguaje ordinario. Es una tarea mas facil la de dividir los argu-
mentos en validos e invalidos cuando se les expresa con el lenguaje
simbélico especial, pues en éste no se dan los problemas periféricos
de vaguedad, ambigiliedad, peculiaridades idiomaéticas, metaforas y
anfibologia.* La introduccién y utilizacién de simbolos especiales
sirve no sélo para facilitar la evaluacién de los argumentos, sino
también para aclarar la naturaleza de la inferencia deductiva.

Los simbolos especiales de la l6gica se adaptan mucho mejor
que el lenguaje ordinario a la obtencién de las inferencias. Su su-
perioridad en este respecto es comparable a aquella de que gozan
los numerales arabigos sobre los mé4s antiguos numerales romanos,
tratdndose de la computacién. Es f4cil multiplicar 148 por 47, pero
muy diffcil computar el producto de CXLVIII y XLVII. De manera
semejante, la obtencién de inferencias y la evaluacién de los argu-
mentos se ve grandemente facilitada con la adopcién de una no-
tacién l6gica especial. Citando a Alfred North Whitehead, quien
hizo importantes contribuciones al avance de la légica simbélica:

* Ambigiiedad de proposiciones. Reservamos ambigiledad, para los términos. (N. del T.)
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...con la ayuda del simbolismo podemos hacer, casi mecénicamente,
transiciones en el razonamiento por el medio visual, las que, de otro modo,
pondrian en juego las més elevadas facultades cerebrales.?

1 An Introduction to Mathematics por A. N. Whitehead, Oxford, Eng., Oxford Univer-
ity Press, 1911,
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2.1. Enunciados Simples y Compuestos

Todos los enunciados pueden dividirse en dos clases: simples y
compuestos. Un enunciado simple es uno que no contiene otro enun-
ciado como parte componente, mientras que todo enunciado com-
puesto contiene otro enunciado como componente. Por ejemplo, “Las
pruebas de armas nucleares en la atmésfera serdn interrumpidas
0 este planeta se hara inhabitable” es un enunciado compuesto cu-
yos componentes son los dos enunciados simples “Las pruebas de
armas nucleares en la atmésfera seran interrumpidas” y “este pla-
neta se haré inhabitable”. Las partes componentes de un enunciado
compuesto pueden a su vez ser enunciados compuestos, desde luego.
Ahora veremos algunas de las maneras diferentes de combinar los
enunciados en enunciados compuestos.

El enunciado “Lasrosas son rojas y las violetas son azules” es una
conjuncién, un enunciado compuesto que se forma insertando la
palabra “y” entre los dos enunciados, Dos enunciados asi combi-
nados se llaman enunciados conyuntos. Sin embargo, la palabra “y”
tiene otros usos, como en el enunciado “Castor y Pélux eran geme-
los” que no es compuesto, sino un enunciado simple que afirma
cierta relacién. Introducimos el punto «» como un simbolo especial
para combinar enunciados conjuntivamente. Uséandolo, la conjuncién
precedente se escribe “Las rosas son rojas. las violetas son azules”.
Si p y q son dos enunciados cualesquiera su conjuncién se escribe
P-g.

Cada enunciado es o verdadero o falso, de modo que se puede
hablar del valor de verdad de un enunciado, siendo el valor de ver-
dad de un enunciado verdadero, verdadero y el valor de verdad de
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un enunciado falso, falso. Hay dos amplias categorias en las que
pueden dividirse los enunciados compuestos de acuerdo con que €xis-
ta 0 no una conexién necesaria entre el valor de verdad del enun-
ciado compuesto y los valores de verdad de sus enunciados compo-
nentes. El valor de verdad del enunciado compuesto “Smith cree
que el plomo es méas pesado que el zinc” es completamente indepen-
diente del valor de verdad de su enunciado componente simple “el
plomo es mis pesado que el zinc”, pues las personas tienen creen-
cias correctas tanto como creencias equivocadas. Por otro lado, hay
una conexién necesaria entre el valor de verdad de una conjuncién
y los valores de verdad de sus enunciados conyuntos. Una conjun-
cién es verdadera si sus conyuntos son ambos verdaderos, pero es
falsa en cualquier otra circunstancia. Cualquier enunciado compuesto
cuyo valor de verdad esti determinado completamente por los va-
lores de verdad de sus enunciados componentes es un enunciado
compuesto funcién de verdad.* Los Unicos enunciados compuestos
que aqui consideraremos serdn enunciados compuestos funcién de
verdad. Por lo tanto, en el resto de este libro usaremos el término
“enunciado simple” para referirnos a cualquier enunciado que no
sea compuesto funcién de verdad.

Como las conjunciones son enunciados compuestos funcion
de verdad nuestro simbolo es un conectivo de funcién de verdad (o
veritativo funcional, como también se dice). Dados dos enunciados
7 y q hay solamente cuatro conjuntos de valores de verdad para ellos,
y en cada caso €l valor de verdad de su conjuncién p - g esta deter-
minado de manera tnica. Los cuatro casos posibles pueden exhibirse
como a continuacién:

en el caso p es verdadero y g es verdadero, p - q es verdadero;

en el caso p es verdadero y ¢ es falso, p- q es falso;

en el caso p es falso y g es verdadero, p.q es falso;

en el caso p es falso y g es falso, p-g es ralso.
Al representar los valores de verdad verdadero y falso con las letras
“T” y “F”, respectivamente, la manera en que el valor de verdad de
una conjuncién queda determinado por los valores de verdad de sus
conyuntos se muestra de manera mis concisa por medio de una
tabla de verduw., como sigue:

P q P'q
T T T
T F F
F T F
F F F

s También se dice que esa composicién es verificativo-funcional. (N. del T.)
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Ya que especifica el valor de verdad de p-q en cada caso posible,
esta {.'.a de verdad se puede tomar como definicién del simbolo
punto. Otras palabras tales como “ademés”, “también”, “pero”, “atn”,
“aunque”, “sin embargo”, etc., y hasta la coma y el punto y coma, se
utilizan también para conjuntar dos enunciados en un compuesto
y todos ellos pueden traducirse indiferentemente como el simbolo

punto en lo que respecta a los valores de verdad.

El enunciado “No es el caso que el plomo sea més pesado que el
oro” también es compuesto siendo la negacién (o el contradictorio)
de su gnunciado compuesto tinico “el plomo es més pesado que el
oro”. Introducimos el simbolo “~”, llamado una tilde, para simbo-
lizar la negacién. Hay frecuentemente otras formulaciones en len-
guaje ordinario, de una negacién. Asi, si L simboliza el enunciado
‘el plomo es mas pesado que el oro”, los enunciados diferentes “no
es el caso que el plomo sea mas pesado que el oro”, “es falso que el
plomo sea mas pesado que el oro”, “no es verdad que el plomo sea
mas pesado que el oro”, “el plomo no es mas pesado que el oro”, se
simbolizan todos indiferentemente como ~L. MA4s generalmente,
si p es cualquier enunciado su negacién se escribe ~p. Como la
negacién de un enunciado verdadero es un enunciado falso y la ne-
| gacion de un enunciado falso es uno verdadero, podemos tomar
I siguiente tabla de verdad como definicién del simbolo tilde:
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r~p
T F
F T

Cuando dos enunciados se combinan disyuntivamente insertando
la palabra “o0” entre ellos, el enunciado compuesto que resulta es una
disyuncién (o alternacién) y los dos enunciados asi combinados se
llaman disyuntos (o alternativos). La palabra “o” tiene dos sentidos
diferentes, uno de los cuales es la clara intencién en el enunciado
“Se perdera derecho a recompensas en caso de enfermedad o desem-
Pleo”. Aquf la intencién es obviamente cancelar el derecho a premios
no sélo para las personas enfermas y las personas desempleadas
sino también para las personas que estin enfermas y desemplea-
das. Este sentido de la palabra “o” se denomina débil o inclusivo. En
donde la precisién sea esencial, como en los contratos y otros docu-
mentos legales, este sentido se hace explicito usando la frase “y/0”.

Es otro el sentido de “0” que se intenta dar en el ment de un
restaurante escribiendo “té o café”, queriendo decir que por €l precio
estipulado el cliente puede tomar café o té pero mo ambos. Este
segundo sentido de “0” es llamado fuerte o exclusivo. En donde la
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precisién es esencial y se quiere dar el sentido exclusivo a la palabra
“0” suele agregarse la frase “pero no ambos”.

Una disyuncién que usa el “0” inclusivo afirma que por lo menos
uno de los enunciados disyuntos es verdadero, mientras que una
disyuncién que use el “0” exclusivo afirma que por lo menos uno de
los disyuntos es verdadero, pero no ambos son verdaderos. El signi-
ficado comun parcial, que al menos un disyunto es verdadero, es el
signiticado todo de una disyuncién inclusiva y parte del significado
de una disyuncién exclusiva.

En latin la palabra “vel” expresa el sentido inclusivo de la pala-
bra “o” y la palabra “aut” expresa el sentido exclusivo. Es costumbre
usar la primera letra de “vel” para simbolizar “0” en su sentido in-
clusivo. Si p y g son dos enunciados cualesquiera, su disyuncién débil
o inclusiva se escribe pv q. El simbolo “v”’, denominado una cufia
(o una ve), es un conectivo de funcién de verdad y se define por la
tabla de verdad siguiente:

p q pPvyg
T T T
T F T
F T T
F F F

Un argumento que obviamente es valido y contiene una disyun-
cién es el siguiente Silogismo Disyuntivo:
Las Naciones Unidas serdn reforzadas o habri una tercera guerra mundial.

Las Naciones Unidas no serin reforzadas.
Luego habrd una tercera guerra mundial.

Es evidente que un Silogismo Disyuntivo es vélido en cualquiera de
las interpretaciones de la palabra “0”, esto es, sin atencién a que su
primera premisa afirme una disyuncién inclusiva o exclusiva.
Es usualmente dificil, y a veces imposible, descubrir cuil es el sen-
tido de la palabra “0” que se intenta dar en una disyuncién. Pero el
argumento valido tipico que tiene una disyuncién como premisa es,
como el Silogismo Disyuntivo, valido en cualquier interpretacién
de la palabra “o”. Por lo tanto, efectuamos una simplificacién al
traducir cualquier ocurrencia de la palabra “o” en el simbolo légico
“v’ —sin atencién al sentido que se quiera dar a “0”—. Desde luego,
en donde se establezca explicitamente que la disyuncién es exclusiva,
usando la frase adicional “pero no ambos”, por ejemplo, tenemos el
aparato simbélico para simbolizar este sentido, como se explicarad
mds adelante.

El uso de los paréntesis, corchetes y llaves para la puntuacién de
las expresiones matemaiticas es familiar, La expresién “6 + 9 + 3%,
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no determina un ndmero Unico, aunque si la puntuacién aclara
como agrupar los nimeros que la constituyen, denota 5 o 9. La
puntuacién es necesaria también para resolver la ambigiiedad en el
lenguaje de la légica simbdlica, porque los enunciados compuestos
son susceptibles de combinaciones para formar enunciados mis com-
plicados. Hay ambigiiedad en p-q v, que podria ser o la conjun-
cién de p con g v r,0 por otro lado, la disyuncién de p - g con r. Estos
dos sentidos diferentes los dan sin ambigiiedad las puntuaciones di-
ferentes: p- (gvr)y (p-g) vr. En el caso en que p y g sean falsos
ambos y r verdadero, la primera expresién puntuada es falsa (pues
su primer enunciado conjunto es falso), pero la segunda expresién
puntuada es verdadera (pues su segundo enunciado disyunto es ver-
dadero). Aqui, la diferencia de puntuacién hace toda la diferencia
entre verdad y falsedad. En la légica simbélica, como en las mate-
maticas, usamos paréntesis, corchetes y llaves para la puntuacién.
Sin embargo, para reducir el nimero de signos de puntuacién re-
queridos estableceremos el convenio simbélico de que en cualquier
expresion la tilde se aplicard a la componente mas pequefia permitida
por la puntuacién. De este modo, la ambigiiedad de ~p v g, que
podria significar o (~p) v g 0o ~(p v q), queda resuelta por nuestro
convenio para significar la primera de éstas, pues la tilde puede (y
en consecuencia por nuestro convenio lo hace) aplicarse a la pri-
mera componente p y no a la expresién mas larga pv gq.

La palabra “either” tiene varios usos en inglés.* Tiene fuerza
conjuntiva en “The Disjunctive Sillogism is valid on either interpre-
tation of the word “ ‘or’ ”. Con frecuencia sélo sirve para introducir el
primer enunciado disyunto de una disyuncién, como en “Either the
United Nations will be strengthened or there will be a third world
war”. Tal vez la funcién mds wtil de la palabra “either” sea la de
puntuar algunos enunciados compuestos. Asi, en la oracién

More stringent anti-pollution measures will be enacted and the laws will
be strictly enforced or the quality of life will be degraded still further.

puede levantarse la ambigiiedad en una direccién colocando la pala-
bra “either” en su comienzo, y en la otra direccién insertando la

* Y, ademés, no tiene equivalente en espaflol. La primera oracién se traduce “el
Silogismo Disyuntivo es vilido en la una y en la otra de las interpretaciones de la
letra ‘0’”. La segunda oracién entre comillas, “o Se refuerzan las N.U. o habr4 una
tercera guerra mundial”, y la tercera oracién se traduce “se decretardn medidas méas
severas contra la contaminaciém y las leyes‘ seran ejecutadas estrictamente o la calidad
de la vida serd alin més rebajada”. En espafiol, eliminarfamos también la ambigiiedad
poniendo la letra “o” al comienzo de la oracién o después de ia letra “y”: “o se
decretan medidas mds severas contra la contaminacién y se ejecutan las leyes estricta-
mente, o la calidad ...” es un sentido, y el otro sentido lo da “se decretan medidas
mis severas contra la contaminaciém y/o se ejecutan las leyes estrictamente, o la
calidad ...” (N. del T.)
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palabra “either” inmediatamente después de “and”. En nuestro len-
guaje simbélico esta puntuacién se efectia por medio de paréntesis.
La férmula ambigua p-gvr discutida en el parrafo precedente
corresponde a la oracién ambigua que consideramos en éste. Las
dos puntuaciones diferentes de la férmula corresponden a las dos
puntuaciones diferentes de la oracién, efectuadas con las dos dife-
rentes inserciones de la palabra “either”.

No todas las conjunciones se formulan explicitamente colocando
la palabra “y” entre oraciones completas, como en “Carlitos es limpio
y Carlitos es encantador”. De hecho, ésta se expresaria mas natural-
mente como “Carlitos es limpio y encantador”, y “Juan y Carolina
subieron a la colina” es la manera mais natural de expresar la con-
juncién “Juan subié a la colina y Carolina subié a la colina”. Lo
mismo con las disyunciones: “o Alicia o Beatriz serin elegidas” ex-
presa mas brevemente la proposicién que alternativamente se formula
como “Alicia seri elegida o Beatriz serd elegida”; y “Carlota serd
secretaria o tesorera” expresa de manera un tanto mas breve la mis-
ma proposicién que “o Carlota sera secretaria o Carlota seré tesorera”.

La negacién de una disyuncién se expresa a menudo usando la
frase “ni-ni”. Asi, la disyuncién “Alicia o Beatriz seran elegidas”
queda negada por el enunciado “ni Alicia ni Beatriz serin elegi-
das”. La disyuncién se simbolizaria como A v B, y su negacién como
~(AVvB) o como (~A) - (~B).(La equivalencia légica de estas
dos férmulas se discutira en la Sec. 2.4.) Negar que al menos uno de
los enunciados es verdadero es asegurar que ambos enunciados son
falsos.

La palabra “ambos” tiene varias funciones, Una de ellas es sélo
cuestiéon de énfasis. Decir “Ambos Juan y Carolina subieron a la
colina” es s6lo para recalcar que los dos hicieron lo que se dice que
hicieron al decir “Juan y Carolina subieron a la colina”. Una funcién
ma4s 1til de la palabra “ambos” es de puntuacién, como la de la pa-
labra inglesa “either”, recién explicada. “Ambos ...y —-— no son
——-"se usa para expresar lo mismo que “Ni ... ni —-—es —--",
En oraciones tales el orden que guardan las palabras “ambos” y “no”
es de mucha significacién. Hay una gran diferencia entre

Alicia y Beatriz no serdn ambas elegidas.

Alicia y Beatriz ambas no seran elegidas.
La primera se simboliza como ~(A:B), la dltima como (~A)-
(~B).

Finalmente, hay que observar que la frase “a menos que” puede
también usarse en la expresién de la disyuncién de dos enunciados.
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Asi, “Nuestros recursos pronto se agotaran, a menos que se procesen
mas materiales de desecho” puede expresarse también como “O se
procesan mas materiales de desecho o se agotarin pronto nuestros
recursos” y se simboliza como M v E.

Como una disyuncién exclusiva asegura que al menos uno de los
disyuntos es verdadero pero no ambos, podemos simbolizar la disyun-
¢ién exclusiva de dos enunciados p y ¢ cualesquiera simplemente
como (pvgq)-~(p-q). Asi, podemos simbolizar las conjunciones,
las negaciones y las disyunciones inclusivas y exclusivas. Todo enun-
ciado compuesto construido a partir de enunciados simples por apli-
cacién repetida de conectivos de funcién de verdad, tendrd valores
de verdad completamente determinados por los valores de verdad de
esos enunciados simples. Por ejemplo, si A y B son enunciados ver-
daderos y X y Y son falsos, el valor de verdad del enunciado com-
puesto ~[(~AVX)v ~(B-Y)] puede encontrarse de la manera
siguiente. Como A es verdadero, ~A es falso, y como X es falso, tam-
bién la disyuncién (~A v X) es falsa. Dado que Y es falso, la conjun-
cién (B-Y) es falsa y su negacién ~(B-Y) es verdadera. De este
modo, la disyuncién (~AvX)v ~(B-Y) es verdadera, y su ne-
gacion, que es el enunciado original, es falsa. Este procedimiento
paso a paso, iniciado en las componentes (més) internas nos per-
mite, siempre, deterniinar el valor de verdad de un enunciado com-
puesto funcién de verdad partiendo de los valores de verdad de
sus enunciados simples componentes.

EJERCICIOS 1

I. Si A y B son enunciados verdaderos y X y Y son falsos, jcuiles de los si-
guientes enunciados compuestos son verdaderos?

1. ~(AvX) IL Av[X-(BvY)]
2. ~Av~X 12. Xv[A-(Y v B)]
3. ~B:~Y 13. ~{~[~(A*~X)-~A]-~X}
4. ~(B'Y) 14, ~{~[~(A+~B)-~A]*~A)}
5. Av{X-Y) *15. {(A"X)v ~B]-~[(A-X) v ~B]
6. (AvX)Y 18. [(X-A)v ~Y]v ~[(X-A)v~Y]
7. (AvB)-(XvY) 17. [A-(X v Y)]v~[(A-X)v(A-Y)]
8. (A‘B)v(X-Y) 18. [Xv(A-Y)]v~[(XvA)(XvVY)]
9. (A-X)v(B-Y) 19. [X-(Av B)]v~[(XVvA)(XvB)
*10. A-[Xv (B-Y)] 20. [Xv(AY)]v~[(XVvA)v(XVvY)

! Las soluciones de ejercicios marcados se encuentran al final del libro.
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II. Usando las letras A, B, C y D para abreviar los enunciados simples:
“Atlanta gana el campeonato de su divisién”, “Baltimore gana el campeo-
nato de su divisién”, “‘Chicago gana el Supertazén” y “Dallas gana el
Supertazén”, simbolizar los siguientes:

*1. O Atlanta gana el campeonato de su divisién y Baltimore gana el cam-
peonato de su divisién o Chicago gana el Supertazén.

2. Atlanta gana el campeonato de su divisién y o Baltimore gana el cam-
peonato de su divisién o Dallas no gana el Supertazdn.

3. Atlanta y Baltimore no ganarin ambos los campeonatos de su divisién,
pero Chicago y Dallas ambos no ganarian el Supertazén.

4, O Atlanta o Baltimore ganara el campeonato de su divisién, pero ni
Chicago ni Dallas ganarin el Supertazoén.

*5. O Chicago o Dallas ganara el Supertazén, pero no ganaran ambos el
Supertazén.

6. Chicago ganari el Supertazén, a menos que Atlanta gane el campeonato
de su divisiém.

7. No es el caso que ni Atlanta ni Baltimore ganen el campeonato de su di-
visién.

8. O Chicago o Dallas ganari el Supertazén, a menos que ambos Atlanta
y Baltimore ganen los campeonatos de su divisién.

9. 'O Chicago o Dallas ganari .el Supertazén, a menos que ambos Atlanta
y Baltimore ganen los campeonatos de su divisién.

10. O Chicago gana el Supertazén y Dallas no gana el Supertazén o ambos
Atlanta y Baltimore ganan los campeonatos de su divisién.

III. Usando maydsculas para abreviar los enunciados simples, simbolizar los
siguientes enunciados:

*1. Es blanda su boca mis que la manteca, pero lleva la guerra en su
corazén. (Salmo 55:21)

2. Ni de oriente ni de occidente ni del desierto vendra la salvacién.
(Salmo 75:6)

3. Los dias del hombre son como la hierba; como flor del campo, asi
florece. (Salmo 103:15)

4. El vino es petulante y los licores, alborotadores. (Proverbios 20:1)

*5. Dios hizo recto al hombre, mas ellos s buscaron muchas maquina-
ciones. (Eclesiastés 7:29)

6. No es de los agiles el correr ni de los valientes el combate... (Ecle-
siastés 9:11)

7. Que es fuerte el amor como la muerte y son como la tumba duros
los celos. (Cantares de Salomén 8:6)

8. No rompera la cafia cascada, ni apagard la mecha que se extingue.
(Isaias 42:3)

9. Sadl y Jonatin amados y queridos en vida... (2 Samuel 1:23)

10. Ni se habian debilitado sus ojos, ni se habia mustiado su vigor. (Deu-
teronomio 34:7)

11. La voz es la de Jacob, pero las manos son las de EsaQ. (Génesis
27:22)

12. No vuelve mds a su casa y no lo reconoce ya su lugar. (Job 7:10)
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2.2. Enunciados Condicionales

El enunciado compuesto “Si el tren se retrasa entonces perdere-
mos nuestro transbordo” es un condicional (o un hipetético, una im-
plicacion o un enunciado implicativo). El enunciado componente si-
tuado entre el “si” y el “entonces” es llamado el antecedente (o el
implicante o prétasis), y el componente que sigue al “entonces”
es el consecuente (o el implicado o apddosis). Un condicional no
afirma que su antecedente sea verdadero o que su consecuente lo
sea; s6lo afirman que si su antecedente es verdadero, entonces su con-
secuente es también verdadero, o sea, que su antecedente implica su
consecuente. La clave del significado de un condicional es la relacién
de implicacién que se asegura que existe entre su antecedente y su
consecuente, en ese orden.

Si examinamos un cierto nimero de condicionales diferentes
veremos que pueden afirmar diferentes implicaciones. En el condi-
cional “Si a todos los gatos les gusta el higado y Dina es un gato,
entonces a Dina le gusta el higado”, el consecuente se sigue ldgica-
mente del antecedente. Por otro lado, en el condicional “Si la figura
es un triangulo, entonces tiene tres lados”, el consecuente se sigue del
antecedente por la definicién misma de “tridngulo”. Pero la verdad
del condicional “Si el oro se sumerge en agua regia, entonces €l oro
se disuelve” no es cuestién de légica ni de definicién. Aquf la cone-
xién afirmada es causal y debe descubrirse empiricamente. Este
ejemplo muestra que hay diferentes clases de implicaciones que
constituyen diferentes tipos de sentidos de la frase “si-entonces”.
Observadas estas diferencias, ahora buscamos un significado comtn
identificable, algun significado parcial comtin a éstos que, como
hemos aceptado, son diferentes tipos de condicionales.

Nuestra discusién de “si-entonces” correrd paralela a nuestra pre-
via discusién de la palabra “o”, Primero, sefialamos dos sentidos
diferentes de esa palabra. Segundo, notamos que habia un significado
parcial comun: el hecho de que al menos un disyunto sea verdadero,
se vio que estaba involucrado tanto en el “0” inclusivo como en el
exclusivo. Tercero, introdujimos el simbolo especial “v” para repre-
sentar este sentido parcial comin (que era todo el significado de
“0” en su sentido inclusivo). Cuarto, observamos que, dado que ar-
gumentos como el Silogismo Disyuntivo son vilidos en cualquier
interpretacién de la palabra “o0”, simbolizar cualquier ocurrencia
de la palabra “o” por el simbolo cufia preserva la validez de tales
argumentos. Y como nos interesan los argumentos desde el punto
de vista de la determinacién de su validez, esta traduccién de la
palabra “0” en “v” que puede abstraer o ignorar parte de su signi-

Ve
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ficado en algunos casos, es enteramente adecuada para nuestros
propoésitos actuales.

Un significado parcial comun de estas diferentes clases de enun-
ciados condicionales surge cuando preguntamos cuiles serfan cir-
cunstancias suficientes para establecer la falsedad de un condi-
cional. ¢En qué circunstancias acordariamos que el condicional “Si
el oro se sumerge en agua regia entonces el oro se disuelve” es falso?
Claramente, el enunciado es falso en el caso de que se sumerja el
oro en esta solucién y no se disuelva, Cualquier condicional de ante-
cedente verdadero y consecuente falso debe ser falso. Luego, cual-
quier condicional si p entonces q se sabe que es falso en el caso de
que la conjuncién p- ~ g sea conocida verdadera, esto es, en caso
de que el.antecedente sea verdadero y su consecuente falso. Para
que el condicional sea verdadero la condicién indicada deberd ser
falsa. En otras palabras, para que cualquier condicional si p enton-
ces q sea verdadero, ~(p- ~q), la negacion de la conjuncién de su
antecedente con la negacién de su consecuente, también debe ser
verdadera. Luego, podemos considerar esta tltima como parte del
significado del condicional.

Introducimos un nuevo simbolo “O>7, llamado herradura, para
representar el significado parcial comin en todos los enunciados
condicionales, definiendo “p O ¢” como una abreviacién de “~(p:
~q)”. La herradura es un conectivo de funcién de verdad, cuya
significacién exacta queda indicada por la tabla de verdad siguiente:

P q ~q p-~q ~(p*~q) p2q
T T F F T T
T F T T F F
F T F F T T
F F T F T T

En ésta, la primera y segunda columnas representan todos los valo-
res de verdad posibles para los enunciados componentes p y g, ¥ las
columnas tercera, cuarta y quinta representan etapas sucesivas al
determinar el valor de verdad del enunciado compuesto ~(p: ~q)
en cada caso. La sexta columna es idénticamente la misma que la
quinta, puesto que las férmulas que las encabezan por definicién
expresan la misma proposicién. El simbolo de herradura no debe
pensarse que Yepresenta el significado del “si-entonces”, o la rela-
cién de implicacién, sino m4s bien un factor parcial comin de las
diferentes clases de implicaciones significadas por la frase “si-en-
tonces”.

Podemos considerar esta herradura como simbolo de una clase
especial, extremadamente débil, de implicacién, y nos resulta con-
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veniente hacerlo asi, pues algunas maneras de leer “p D ¢” son “si
p entonces §”, “p implica q” o “p s6lo si ¢”. La implicacién débil sim-
bolizada “>” se Hama implicacién material, y su nombre especial in-
dica que es una nocién especial, que no debe confundirse con las otras
clases de implicacién mas usuales. Algunos enunciados condiciona-
les en el lenguaje ordinario afirman meramente implicaciones mate-
riales como, por ejemplo, “Si Rusia es una democracia entonces yo
soy Napole6n”, Es claro que la implicacién afirmada aqui no es
légica, ni definitoria, ni causal. No se pretende ninguna “conexién
real” entre lo que afirma el antecedente y lo que se afirma en el
consecuente, Esta clase de condicional se usa ordinariamente como
un método enfitico o humoristico de negar la verdad de su ante-
cedente, pues tipicamente contiene un enunciado notoria o ridicu-
lamente falso como consecuente. Cualquier afirmacién tal respecto
a los valores de verdad se simboliza adecuadamente usando €l conec-
tivo de funcién de verdad “D”.

Aunque la mayor parte de los enunciados condicionales afirman
mas que una implicacién meramente material entre el antecedente
y el corsecuente, ahora proponemos simbolizar cualquier ocurrencia
de “si-e.itonces” mediante el conectivo de funciém de verdad “D”.
Debe admitirse que esta simbolizacién abstrae o ignora parte del
significado de casi todos los enunciados condicionales, Pero la pro-
posicién puede justificarse sobre la base de que la validez de los
argumentos validos que involucran condicionales se preserva cuando
los condicionales se consideran como implicaciones materiales sola-
mente, como se establecerd en las siguientes secciones.

Los enunciados condicionales pueden expresarse en toda una
variedad de formas. Un enunciado de la forma “si p entonces g’

I o«

podria igualmente bien expresarse como “si p, ¢”, “q si p”, “que p
implica que ¢”, “que p trae consigo que ¢”, “p sélo si ¢”, “que p es
una condicién suficiente que ¢, o, como “que g es una condicién
necesaria que p”, y cualquiera de estas formulaciones se simbolizard

mediante p D q.

EJERCICIOS

I. 81 A y B son enunciados verdaderos y X y Y son enuncilados falsos, (cudles
de los siguientes enunclados compuestos son verdaderos?

*LXD(XDY) *S.AD(BDY)
2.(X2X)DY 6. AD(XDB)
3.ADX)DY 7. (XDA)DBDOY)

4 (XDADY 8. ADX)D(YDB)
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12.
13.

14.

9. (ADB)D(~AD ~B) *15. [(X-Y) D A] D [X D (Y D A)]
(XD YY)D (~XD ~Y) 16. [(AX) B]D[AD(BDX)
(XD A) D (~XD ~A) IZ[XDADY))D[(XDA) D Y]
(XD~YVD(~XDY) 1. [X D (X DY) DX DX)DX)
(A X)DY]D(ADY) 19. [AD B DA]DA
[(A-B) D X] D [A D (B D X)] 20. (XDY)DX}DX

IL. Representando con el simbolo A el enunciado “Amherst gana su primer
Juego”, con C el enunciado “Colgate gana su primer juego” y con D,
“Dartmouth gana su primer juego”, simbolizar los siguientes enunciados

compuestos:

*1. Ambos Amherst y Colgate ganan su primer juego sblo si Dartmouth
no gana su primer juego.

2. Amherst gana su primer juego si o Colgate gana su primer juego o
Dartmouth gana su primer juego.

3. Si Amherst gana su primer juego, entonces ambos Colgate y Dart-
mouth ganan su primer juego.

4. Si Amherst gana su primer juego, entonces o Colgate o Dartmouth
gana su primer juego.

*S. Si Amherst no gana su primer juego, entonces no es el caso que ©
Colgate o Dartmouth gana su primer juego.

6. Si no es el caso que ambos Amherst y Colgate ganan su primer juego
entonces ambos Colgate y Dartmouth ganan su primer juego.

7. 5i Amherst gana su primer juego, entonces no es verdad que ambos
Colgate y Dartmouth ganan su primer juego.

8. 51 Amherst no gana su primer juego entonces ambos Colgate y Dart-
mouth no ganan su primer juego.

9. O Ambherst gana su primer juego y Colgate no gana su primer juego
o si Colgate gana su primer juego, entonces Dartmouth no gana su
Primer juego.

*10. Si Amherst gana su primer juego, entonces Colgate no gana su primer
juego, pero si Colgate no gana su primer juego, entonces Dartmouth
gana su primer juego.

11. Si Amherst gana su primer juego, entonces si Colgate no gana su
Primer juego, entonces Dartmouth gana su primer juego.

12. O Ambherst y Colgate ganan su primer juego o no es el caso que si
Colgate gana su primer juego, entonces Darmouth gana su primer
juego.

13. Amherst gana su primer juego sélo si o Colgate o Dartmouth gana
su primer juego.

14. Si Amherst gana su primer juego sélo si Colgate gana su primer
juego, entonces Dartmouth no gana su primer juego.

15. Si Amherst y Colgate ambos no gaman su primer juego, entonces

Amberst y Colgate no ganan ambos su primer juego.

2.3. Formas de Argumentos y Tablas de Verdad

En esta seccién desarrollamos un método puramente mecénico
para probar la validez de argumentos que contienen enunciados com-
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puestos de funcién de verdad. Ese método estd intimamente relacio-
nado con la técnica familiar de refutacidn por analogia légica que
se usé en el primer capitulo para demostrar la invalidez del argu-
mento

Si yo soy presidente entonces soy famoso,
Yo no soy presidente.
Luego yo no soy famoso.

Este argumento se mostré que era invalido construyendo otro argu-
mento de la misma forma:

Si Rockefeller es presidente entonces él es famoso.
Rockefeller no es presidente.
Luego Rockefeller no es famoso.

que obviamente es invalido, pues sus premisas son verdaderas, pero
su conclusién falsa. Cualquier argumento se prueba que es invalido
si es posible construir otro argumento de exactamente la misma
forma con premisas verdaderas y una conclusién falsa. Esto refleja
el hecho de que la validez y la invalidez son caracteristicas pura-
mente formales de los argumentos: dos argumentos cualesquiera
que tienen la misma forma o son vilidos ambos o ambos son invé-
lidos, independientemente de las diferencias de su contenido.? La
nocién de dos argumentos que tienen exactamente la misma forma
€s una nocién que merece mMayor examen.

Es conveniente, al discutir las formas de los argumentos, usar
letras minusculas de la parte media del alfabeto, “p”, “q”, “r”, “s”, ...
como variables sentenciales, que se definen simplemente como letras
por las cuales, o en lugar de las cuales, se pueden sustituir enun-
ciados. Ahora definimos una forma argumental como cualquier
arregio de simbolos que contiene variables sentenciales, de modo
que al sustituir enunciados por las variables sentenciales —siendo
siempre el mismo enunciado el que reemplaza a la misma variable—
el resultado es un argumento. Por precisién, establecemos el con-
venio de que en cualquier forma argumental, “p” sera la primera
variable sentencial que ocurre en el mismo, “q” sera la segunda, “r”
la tercera y asi sucesivamente.

2 Aqui suponemos que los enunciados simples involucrados no son ni légicamente
verdaderos (como “todos los tridngulos equiliteros son trisdngulos”), ni légicamente falsos
(como “algunos tridngulos son no triangulares”). Suponemos también que las Wnicas
relaciones légicas entre los enunciados simples involucrados son los que afirman o son
consecuencia de las premisas. La finalidad de estas restricciones es limitar nuestras con-
sideracianes en los Caps. 2 y 3 a argumentos de funcién de verdad solamente, y excluir
otra clase de argumentos cuya validez tiene que ver con consideraciones légicas mis
complejas que se introducirdn en los Caps. 4 y 5.
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Cualquier argumento que sea resultado de la sustitucién de enun-
ciados en lugar de variables sentenciales de una forma argumental,
se dice que tiene esa forma o que es una instancia de sustitucion de
esa forma argumental. Si simbolizamos el enunciado simple “Las
Naciones Unidas seridn reforzadas” con U, y el enunciado simple
“Habrd una tercera guerra mundial” con W, entonces el Silogismo
Disyuntivo antes presentado puede simbolizarse como

(1) UvW
~U
Tiene la forma SW
(2) pvg
’t“P
-q

de la cual resulta reemplazando las variables sentenciales p y g por
los enunciados U y W, respectivamente, Pero esa no es la tnica
forma de la cual es una instancia de sustitucién. El mismo ar-
gumento se obtiene reemplazando las variables sentenciales p y q y
r en la forma argumental

) p

1

LT
por los enunciados U v W, ~U y W, respectivamente, Definimos la
forma especifica de un argumento dado, como aquella forma argu-
mental de la cual resulta el argumento reemplazando cada variable
sentencial por un enunciado simple diferente, Asf, la forma especi-
fica del argumento (1) es la forma argumental (2). Aunque la
forma argumental (3) es una forma del argumento (1), no es la for-
ma especifica del mismo. La técnica de refutacién por analogia
logica puede ahora describirse més precisamente. Si la forma espe-
cifica de un argumento dado puede mostrarse que tiene una instancia
de sustitucién con premisas verdaderas y conclusién falsa, entonces
el argumento dado es invalido.

Los términos “vélido” e “invalido” pueden extenderse para apli-
carse a formas argumentales tanto como a argumentos. Una forma
argumental invdlida es una que tiene cuando menos una instancia
de sustitucién con premisas verdaderas y una conclusién falsa. La téc-
nica de refutacién por analogia légica presupone que todo argu-
mento del cual la forma especifica es una forma argumental in-
vélida es un argumento invélido. Toda forma argumental que no
sea invilida es vdlida; una forma argumental vdlida es una que
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no tiene instancia de sustitucién con premisas verdaderas y conclu-
sién falsa. Cualquier argumento dado puede probarse que es vilido
si se puede mostrar que la forma especifica del argumento dado es
una forma argumental vélida.

Para determinar la validez o invalidez de una forma argumental
debemos examinar todas las instancias de sustitucién posibles de
ella para ver si algunas tienen premisas verdaderas y conclusiones
falsas. Los argumentos de los que aqui nos ocupamos solamente
contienen enunciados simples y enunciados funcién de verdad
compuestos con aquéllos, y sélo nos interesan los valores de ver-
dad, de sus premisas y conclusiones. Podemos obtener todas las
instancias de sustitucién posibles cuyas premisas y conclusiones tie-
nen diferentes valores de verdad, considerando todos los posibles
arreglos de valores de verdad para los enunciados sustituyendo las di-
ferentes variables sentenciales en la forma argumental que se prueba.
Estas pueden disponerse de la manera mdas conveniente en una tabla
de verdad, con una columna inicial o guia para cada variable sen-
tencial que aparece en la forma argumental. Asf, para probar la
validez de la forma del Silogismo Disyuntivo

Pvq

~P

. q

construimos la siguiente tabla de verdad:

P q Pvq ~p
T T T F
T F T F
F T T T
F F F T

Cada renglén de esta tabla representa una clase completa de instan-
cias de sustitucién. Las T y las F en las dos columnas iniciales re-
presentan los valores de verdad de enunciados que pueden sustituirse
por las variables p y q en la forma argumental. Estos valores deter-
minan los valores de verdad en las otras columnas, la tercera de las
cuales estd encabezada por la primera “premisa” de la forma argu-
mental y la cuarta por la segunda “premisa”. El encabezado de la
segunda columna es la conclusién de la forma argumental. Un exa-
men de esta tabla de verdad revela que cualesquiera que sean los
enunciados sustituidos por las variables p y g, €l argumento resul-
tante no puede tener premisas verdaderas y una conclusién falsa,
pues el tercer renglén representa el Gnico caso posible en que ambas
premisas son verdaderas y ahf la conclusién también es verdadera.
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Como las tablas de verdad proporcionan un método puramente
mecanico o efectivo de decisién de la validez o invalidez de cualquier
argumento del tipo general aqui considerado, ahora podemos justifi-
car nuestra propuesta de sirnbolizar todos los enunciados condicio-
nales por medio del conectivo de funcién de verdad “>”, La justi-
ficacién para tratar todas las implicaciones como si fueran meramente
implicaciones materiales es que los argumentos vilidos que contienen
enunciados condicionales siguen siendo vilidos cuando estos condi-
cionales se interpretan como afirmando implicaciones materiales
solamente. Las tres mds simples y mas intuitivamente vélidas for-
mas de argumento que mvolucran enunciados condicionales son

Modus Ponens Si p entonces g
p
" g
Modus Tollens  Si p entonces g
~q
.. ~p
y el Silogismo Hipotético Si p entonces q
Si g entonces r
.". Si p entonces r.

El que sigan siendo vilidos cuando sus condicionales se interpretan
como aseveraciones de implicaciones materiales, es un hecho que
facilmente se establece por tablas de verdad. La validez de Modus
Ponens se muestra con la misma tabla de verdad que define el sim-
bolo herradura:

P q P2gq
T T T
T F F
F T T
F F T

Aqui las dos premisas se representan por las columnas tercera y pri-
mera y la conclusién por la segunda. Sélo el primer rengién repre-
senta instancias de sustitucién en las que ambas premisas son
verdaderas, y en ese renglén la conclusién también es verdadera.
La validez de Modus Tollens se muestra por medio de la siguiente
tabla:

P q P-4 ~q ~p
T T T F F
T F F T F
F T T F T
F F T T T
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Aqui solamente el cuarto renglén representa instancias de sustitu-
cién en las que ambas premisas (las columnas tercera y cuarta) son
verdaderas, y ahi la conclusién (quinta columna) también es ver-
dadera. Como el Silogismo Hipotético contiene tres enunciados
distintos para variables sentenciales distintas, su tabla de verdad
debe tener tres columnas iniciales y requerird ocho renglones para
alistar todas las posibles instancias de sustitucién:

P q T pog gor por
T T T T T T
T T F T F F
T F T F T T
T F F F T F
F T T T T T
F T F T F T
F F T T T T
F F F T T T

Al construirla, las tres columnas iniciales representan todos los
arreglos posibles de valores de verdad para los enunciados sustituidos
en lugar de las variables sentenciales p, ¢ y r, la cuarta columna se
llena con referencia a la primera y la segunda, la quinta con refe-
rencia a la segunda y la tercera, y la sexta con referencia a la
primera y la tercera. Las premisas son ambas verdaderas sélo en los
renglones primero, quinto, séptimo y octavo, y en estos renglones
la conclusién también es verdadera. Esto basta para mostrar que el
Silogismo Hipotético es vélido cuando sus condicionales se simbo-
lizan mediante el simbolo herradura. Todas las dudas que queden
respecto a la afirmacién de que los argumentos vilidos que contienen
condicionales siguen siendo validos cuando sus condicionales se
interpreten como afirmando meramente implicaciones materiales
puede aclararlas el lector al construir, simbolizar y probar sus pro-
pios ejemplos mediante tablas de verdad.

Para probar la validez de una forma argumental mediante una
tabla de verdad, es necesaria una tabla con una columna inicial o
gufa separada para cada variable sentencial diferente y un renglén
separado para cada posible asignacién de valores de verdad a las
variables sentenciales involucradas. Asi pues, probar una forma
argumental que contiene n variables sentenciales distintas requiere
una tabla de verdad con 2* renglones. Al construir tablas de verdad
es conveniente fijar un patrén uniforme de inscripcién de las T y
las F en sus columnas iniciales o gufa. En este libro nos apega-
remos a la prictica de ir simplemente alternando las T y las F
hacia abajo en la columna inicial extrema derecha, alternando
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pares de T con pares de F hacia abajo en la columna directamente
a su izquierda, después alternando grupos de cuatro T con grupos
de cuatro F, ..., y al llegar a la columna extrema izquierda po-
nemos T en toda su mitad superior y F en toda su mitad inferior.

Hay dos formas de argumento invilidas que tienen un parecido
superficial con las formas vdlidas Modus Ponens y Modus Tollens.
Estas son:

pP-2q p-2q
q y -~»r
.p Co~q
y se conocen con el nombre de las Falacias de Afirmacién del Con-
secuente y Negacion del Antecedente, respectivamente. La invalidez
de ambas puede mostrarse en una misma tabla de verdad:

p q P=24q ~P ~q
T T T F F
T F F F T
F T T T F
F F T T T

Las dos premisas en la Falacia de Afirmacién del Consecuente en-
cabezan las columnas segunda y tercera, y son verdaderas en el
primer y en el tercer renglén. Pero la conclusién, que encabeza
la primera columna, es falsa en el tercer renglén, lo que muestra
que la forma de argumentar tiene una instancia de sustitucién con
premisas verdaderas y conclusién falsa y, por lo tanto, es invalidh.
Las columnas tres y cuatro son las encabezadas por las premisas
en la Falacia de Negacién del Antecedente, que son verdaderas en
los renglones tercero y cuarto. Su conclusién encabeza la columna
cinco y es falsa en el tercer renglén, lo que muestra que la segunda
forma argumental también es invilida.

Hay que recalcar que aunque una forma de argumento invélida
tiene s6lo argumentos vilidos como instancias de sustitucién, una
forma de argumento invélida puede tener instancias de sustitucién
vilidas tanto como invilidas. Asf que para demostrar que un argu-
mento dado es invélido hay que demostrar que la forma especifica
de ese argumento es invalida,

EJERCICIOS

I. Para cada uno de los argumentos siguientes indique cudl de las formas
de argumento del Ejercicio 11 a continuacién tiene a este argumento como
instancia de sustitucién, y también indique cuél es su forma espectfica,
sl alguna lo es:




¢. ED(F-G)
" ~(FG) D ~E
d H
I
RN ¢ 3 §
*e. JD(K-L)
Jv(K-L)
VoKL
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. MD(NDO)
0D ~M
S.O0D ~N

g (PDQ)(RDS)
L.PDQ

h. TOU
SA(TDU)v(V'T)

i WoXx
S.XD(WDX)

i Yv(Z-~Y)
Y
" ~(Z~Y)

una de las forrnas de argumento siguiente:

1. p.-q
Sop

2. p
Sopeq

3. pvg

R AL

“pOg
6. p
.qOp

T pD¢q
L~q D ~p

8.

*10.

11.

12,

13.

14.

P24
- o~p D ~q

-p2(qT)

g O ~p
pvyg

P
.'.~q
p

q

Sprq
P24q
q°2p
Sopvg
P24q
A

g
p2(g>7)
P2q
S.pDr

de los siguientes argumentos:

k.

II. Utilice tablas de verdad para determinar la validez o

*15.

186.

17.

18.

19.

20.

21.

(ADB)(CDD
Av(C

.BvD

(E D F)-(GDH)
~Fv~QG
.~Ev~H

. ID7J

SIDNDUD))

. KD(LDM)

KDL
S.KDOM
ND (N2 O)
NDON
S.NDO

la invalidez de cada

p2qr(p>7)
P

Soqvr
p2iqv)
P2 ~q
S.pvr
(p2q)(ros)
pVT

.qvs
P24q)»r(2s
~GV~s
Sa~p vV ~T

(pvg)Dip-q
pq

AL
pvig-~p)

P

e ~(qr~p)
pveDdirq
~(pvae
So~(prq

I, Use tablas de verdad para determinar la validez o invalidez de cada uno

*1. Si Alicia es elegida presidenta de grupo, entonces o Bety es elegida
vicepresidenta o Carolina es elegida tesorera. Bety es elegida vice-
presidenta. Por lo tanto, si Alicia es elegida presidenta del grupo,
entonces Carolina no es elegida tesorera.

2. Si Alicia es elegida presidenta del grupo, entonces o Bety no es ele-
gida vicepresidenta o Carolina es elegida tesorera. Caralina no es
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i5'

*10.

11.

12.

13.

14.

elegida tesorera. Por lo tanto, si Bety no es elegida vicepresidenta,
entonces Alicia no es elegida presidenta del grupo.

. 8i Alicia es elegida presidenta del grupo, entonces Bety es elegida

vicepresidenta y Carolina es elegida tesorera. Bety no es elegida vice-
presidenta. Por lo tanto, Alicia no es elegida presidenta del grupo.

. 8i Alicia es elegida presidenta del grupo, entonces si Bety es elegida

vicepresidenta, entonces Carolina es elegida tesorera. Bety no es
elegida vicepresidenta. Por lo tanto, o Alicia es elegida presidenta
del grupo o Carolina es elegida tesorera.

Si el catdlogo de semillas es correcto, entonces si las semillas se
siembran en abril, entonces las flores se abren en julio. Las flores
no se abren en julio. Por lo tanto, si las semillas se siembran en
abril, entonces el catilogo de semillas no es correcto.

. Si el catilogo de semillas es correcto, entonces si las semillas se

siembran en abril, entonces las flores se abren en julio. Las flores
se abren en julio. Por lo tanto, si el catdlogo de semillas es correcto,
entonces las semillas se siembran en abril.

. Si el catdlogo de semillas es correcto, entonces si las semillas se

siembran en abril, entonces las flores abren en julio. Las semillas
se siembran en abril. Luego, si las flores no se abren en julio, en-
tonces el catalogo de semillas no es correcto.

. 8i el catalogo de semillas es correcto, entonces si las semillas se

siembran en abril, entonces las plantas florecen en julio. Las plantas
no florecen en julio. Luego, si las semillas no se siembran en abril,
entonces el catilogo de semillas no es correcto.

. S8i Eduardo gana el primer premio, entonces o Federico gana el se-

gundo o Jorge queda decepcionado. O Eduardo gana el primer premio
o Jorge queda decepcionado. Luego, Federico no gana el segundo
premio.

Si Eduardo gana el primer premio, entonces o Federico gana el se-
gundo premio o Jorge queda decepcionado. Federico no gana el
segundo premio. Por tanto, si Jorge queda decepcionado, entonces
Federico no gana el primer premio.

Si Eduardo gana el primer premio, entonces Federico gana el segundo
premio, y si Federico gana el segundo premio, entonces Jorge que-
da decepcionado. O Federico no gana el primer premio o Jorge queda
decepcionado. Por tanto, Eduardo no gana el primer premio.

Si Eduardo gana el primer premio, entonces Federico gana el segundo
premio, y si Federico gana el segundo premio, entonces Jorge queda
decepcionado. O Eduardo gana el primer premio o Federico no gana
el segundo premio. Por lo tanto, o Federico no gana el segundo pre-
mio o Jorge no queda decepcionado.

Si el tiempo estid agradable y el cielo claro, entonces vamos a nadar
¥ a pasear en bote. No es el caso que si el cielo esta despejado
entonces vamos a nadar, Por tanto, el tiempo no estd agradable.

Si hace una temperatura agradable, y el cielo estd despejado, en-
tonces o vamos a nadar o a pasear en bote. No es verdad que si el
cielo esti despejado, entonces vamos a nadar. Por lo tanto, si no va-
mos a pasear en bote, entonces no hace una temperatura agradable.
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“15. Si el tiempo estd agradable y el cielo despejado, entonces o vamos
a nadar o vamos a dar un paseo en bote. No es el caso que si no
vamos a nadar entonces el cielo no estd despejado. Por lo tanto,
o el tempo esti agradable o vamos a pasear en bote.

2.4. Formas Sentenciales *

La introduccién de variables sentenciales en la seccién precedente
nos permitié definir las formas argumentales en general y la forma
especifica de un argumento dado. Ahora definimos una forma sen-
tencial como cualquier sucesién de simbolos conteniendo variables
sentenciales, de modo que al sustituir enunciados por las varia-
bles sentenciales —reemplazando la misma variable sentencial por el
mismo enunciado en toda la secuencia— el resultado es un enun-
ciado. Otra vez, para precisar, convendremos en que en cualquier

&, 0

forma sentencial “p” serd la primera variable sentencial que apa-
rece, “q” sera la segunda en ocurrir, “r” la tercera y asi sucesiva-
mente. Todo enunciado que resulta de la sustitucién de las variables
sentenciales por enunciados en una forma sentencial, se dird que
tiene esa forma o que es una instancia de sustitucion de ella. Asi
como distinguimos la forma especifica de un argumento dado,
asi también distinguiremos la forma especifica de un enunciado
dado como la forma sentencial de la que resulta el enunciado po-
niendo en el lugar de cada variable sentencial un enunciado simple
diferente. Asi, por ejemplo, si A, B y C son enunciados simples di-
ferentes, el enunciado compuesto A D (BvC) es una instancia
de sustitucion de la forma sentencial p D q y también de la forma
sentencial p D (gvr), pero sélo esta dltima es la forma especi-
fica del enunciado dado.

Aunque los enunciados “Balboa descubrié el Océano Pacifico’
(B) y “Balboa descubrié el Océano Pacifico o no lo descubrié¢” (B v
~B) ambos son verdaderos, descubrimos su verdad de maneras
enteramente diferentes. La verdad de B es cuestién histérica y se
aprende por medio de la investigacién empirica. Adn mas, podrian
haber ocurrido cosas que hicieran a B falso; nada necesario hay
respecto a la verdad de B. Pero la verdad del enunciado Bv ~B
puede saberse independientemente de toda investigacién empirica
y ningin suceso puede hacerlo falso porque es una verdad necesaria.
El enunciado B v ~B es una verdad formal, una instancia de susti-
tucién de una forma sentencial cuyas instancias de sustitucién todas
son verdaderas. Una forma sentencial que sélo tiene instancias de
sustitucién verdaderas se dice tautolégica, o que es una tautologia.

'y

* O formas de enunciados, N. del T.
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La forma especificade B v ~B es p v ~p y se prueba que es tauto-
légica mediante la siguiente tabla de verdad:

P ~p pPv~p
T F T
F T T

En la columna que encabeza la forma sentencial de que se trata
s6lo hay valores T, luego todas sus instancias de sustitucién son
verdaderas. Cualquier enunciado que es una instancia de sustitu-
cién de una forma sentencial tautolégica es formalmente verdadero,
y también se le llama tautolégico, 0 una tautologia.

Similarmente, aunque los enunciados “Cortés descubri6 el Paci-
fico” (C) y “Cortés descubrié el Pacifico y Cortés no descubrié el
Pacifico” (C-~C) ambos son falsos, descubrimos su falsedad de
dos maneras enteramente diferentes. El primero simplemente ocu-
e que es falso y eso se descubre empiricamente; mientras que el
segundo es necesariamente falso y eso puede saberse independiente-
mente de toda investigacién empirica. El enunciado C - ~C es for-
malmente falso, es una instancia de sustitucién de una forma
sentencial cuyas instancias de sustitucién todas son falsas. Un enun-
ciado se dice que contradice, o que es una contradicciin de otro
enunciado, cuando es légicamente imposible que ambos sean verda-
deros. En este sentido la contradiccién es una relacién entre enun-
ciados. Pero hay otro sentido, relacionado del mismo término.
Cuando es légicamente imposible que un enunciado particular sea
verdadero, ese enunciado mismo es llamado autocontradictorio o
una autocontradiccién. Mis simplemente, se dice que tales enun-
ciados son contradictorios o contradicciones, y ésta es la terminolo-
gla que aqui usaremos. Una forma sentencial que sélo tiene ins-
tancias de sustitucién falsas se dice que es una contradiccién o
que es contradictoria, y los mismos términos se aplican a sus ins-
tancias de sustitucién. La forma sentencial p - ~p se prueba que es
una contradiccién por el hecho de que en su tabla de verdad sélo
hay valores F en la columna que encabeza.

Enunciados y formas sentenciales que no son ni tautolégicas ni
contradictorias se dice que son contingentes o que son contingen-
cias. Por ejemplo, p, ~p, pvgq, p-qy p O q son formas sentenciales
contingentes; y B, C, ~B, ~C, B-C, BvC, son enunciados contin-
gentes. El término es apropiado, pues sus valores de verdad no estdn
formalmente determinados, sino que son dependientes o contingen-
tes de la situacién,

Facilmente se demuestra que p > (g D p)y ~p O (p D gq) son
tautologias. Al expresarlas en lenguaje ordinario como “Un enun-
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ciado verdadero es implicado por cualquier enunciado” y como “Un
enunciado falso implica cualquier enunciado” parecen bastante ex-
tranas. Algunos escritores las han llamado las parodojas de la impli-
cacién material. Pero si se tiene presente que el simbolo herradura
es un conectivo de funcién de verdad que representa la implicacién
material y no la “implicacién en general” o clases mas usuales como
son la implicacién légica o la implicacién causal, entonces dichas
formas sentenciales tautolégicas no son sorprendentes en lo abso-
luto. Y al corregir esas engaifiosas formulaciones del castellano in-
sertando la palabra “materialmente” antes de “implicado” e “implica”,
entonces desaparece el aire paradéjico. La implicacién material es
una nocién técnica y la motivacién del légico al introducirla y usarla
es la enorme simplificacién que resulta en su tarea de discriminar
entre los argumentos vélidos y los invalidos.

Dos enunciados se dicen materialmente equivalentes cuando tie-
nen el mismo valor de verdad, y simbolizamos el enunciado de que
son materialmente equivalentes insertando el simbolo “=” entre
ellos. Tratandose de un conectivo de funcién de verdad, el simbolo
tres barras se define con la siguiente tabla de verdad:

P q P=4q
T T T
T F F
F T F
F F T

Decir que dos enunciados son materialmente equivalentes es decir
que materialmente el uno implica el otro, como es ficil de verificar
con una tabla de verdad. Asi, el simbolo de las tres barras puede
leerse “es materialmente equivalente con” o “si y sélo si”. Un enun-
ciado de la forma p=gq se llama bicondicional. Dos enunciados
se dicen ldgicamente equivalentes cuando el bicondicional que ex-
presa su equivalencia material es una tautologia. El “principio de la
Doble Negacién”, expresado como p = ~~p, con una tabla de ver-
dad se demuestra que es tautol6gico.

Hay dos equivalencias 16gicas que expresan importantes interre-
laciones de las conjunciones, disyunciones y negaciones. Como una
conjuncién afirma que sus dos conyuntos son verdaderos, su negacién
s6lo necesita afirmar que uno de los conyuntos es falso. Luego, negar
la conjuncién p - ¢ equivale a afirmar la disyuncién de las negacio-
nes de p y q. Este enunciado de equivalencia se simboliza como

~(p-9)=(~pVv ~q) y se demuestra que es una tautologia me-
diante la tabla de verdad:
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P 9 pq ~pg ~p ~q ~pv~q ~(pq=(~pv~q)
TT T F F F F T
TF F T F T T T
F T F T T F T T
F F F T T T T T

De manera semejante, como una disyuncién meramente afirma que
al menos un disyunto es verdadero, negarla es afirmar que ambos
son falsos, Negar la disyuncién pvgq equivale a afirmar la con-
juncién de las negaciones de p y g. Se simboliza como ~(pvg) =
(~p-~q), y con una tabla de verdad ficilmente se prueba que es
una tautologia. Estas dos equivalencias se conocen como Teoremas
de De Morgan, por el l6gico matemadtico inglés Augustus De Morgan
(1806-1871), y en lenguaje ordinario pueden enunciarse de manera

conjuncién
. ., de dos enun-
disyunciéon
disyuncién
conjuncién

compendiada como: La negacién de la{

ciados es légicamente equivalente a la{ } de sus negacio-

nes,

Dos formas sentenciales se dicen légicamente equivalentes si,
no importando qué enunciados se sustituyan por sus variables sen-
tenciales —poniendo el mismo enunciado en lugar de la misma
variable sentencial en ambas formas sentenciales—, los pares re-
sultantes de enunciados son equivalentes. Asi, el Teorema de De
Morgan afirma que ~(pv q) y ~p - ~g son formas sentenciales 16gi-
camente equivalentes. Por el Teorema de De Morgan y el principio
de la Doble Negacion ~(p- ~q) y ~p Vv q son légicamente equiva-
lentes, luego cualquiera puede tomarse como definicién de p D g; la
segunda es la eleccién més usual.

A todo argumento corresponde un enunciade condicional cuyo
antecedente es la conjuncién de las premisas del argumento y
cuyo consecuente es la conclusiéon del argumento. Ese condicional
correspondiente es una tautologia si y s6lo si el argumento es vilido.
Asi, a la forma argumental vilida

Pvq
P
- q
corresponde la forma sentencial tautolégica [(pvg) - ~p] D q; v a
la forma argumental invilida

p2q
9
Sop
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corresponde la forma sentencial no tautolégica [(p D q) - q] D p. Una
forma argumental es vilida si y sélo si su tabla de verdad tiene ei
valor T bajo su conclusién en cada renglén en que haya el valor T
bajo todas las premisas. Como puede aparecer una F en la columna
encabezada por el condicional correspondiente sélo donde haya T
bajo todas las premisas y F bajo la conclusién, es claro que sélo
puede haber el valor T bajo un condicional que corresponde a una
forma argumental vilida. Si un argumento es valido, el enunciado
de que la conjuncién de sus premisas implica su conclusién es una
tautologia.

Una versién alternativa de la prueba de la tabla de verdad de
una forma argumental sentencial es la siguiente, que corresponde a
la tabla de verdad precedente:

~ (p 9 = (~ p v ~ q)
F T T T T F T F F T
T T F F T F T T T F
T F F T T T F T F T
T F F F T T F T T F
m o o©Qe & @9 & . O 8 9 10

Aqui las columnas (2), (4), (7), (10) son las columnas iniciales
o guia. La columna (3) se llena con referencia a las columnas
(2) y (4), v la columna (1) con referencia a la columna (3). La
columna (6) se llena con referencia a la columna (7), la columna
(9) se llena con referencia a la columna (10) y entonces la colum-
na (8) con referencia a las columnas (6) y (9). Finalmente, la
columna (5) se llena con referencia a las columnas (1) y (8). El
hecho de que su conectivo principal tenga sélo valores T en su
columna de la tabla de verdad, establece que la forma sentencial
probada es una tautologia.

EJERCICIOS

1. Use tablas de verdad para caracterizar las siguientes formas sentenciales
como tautolégicas, contradictorias o contingentes:

lp2~p 6. (pq) 2 p
2.(p2 ~pyri~p2p T.(p2q) 2[~gnD~(p)]
3pD(p-2p 8. (~pq)(g>p
4 (popop 9. p29 249129
[

*5.p D (p'p) 10. (p D g)DplDp
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II. Use tablas de verdad para decidir cuiles de las siguientes son equivalen-
cias légicas:

L(po2g=(~p2 ~q 6. [pvign]=[pva)
2. (p2q)=(~q 2 ~p) T {pvign=lpva) (pvl
3. pgg2ri=[pD@>D) 8. (p=q@=llpqvi~p~q)

4 [pD@g2n={pDq D1 9. p=lp(r 29l
5 [prgvnl=[(pq)vip) 10. p=[p*(q 2 p)]




El Metodo de Deduccidn

3.1. Prueba Formal de Validez

Cuando los argumentos contienensmis de dos o tres enunciados
simples diferentes como componentes, se hace dificil y tedioso uti-
lizar tablas de verdad para probar su validez. Un método mds con-
veniente de establecer la validez de algunos argumentos es deducir
las conclusiones de sus premisas por una secuencia de argumentos
més cortos y més elementales que ya se conoce que son vilidos.
Considérese, por ejemplo, el siguiente argumento en el que aparecen
enunciados simples diferentes:

O el procurador general ha impuesto una censura estricta o si Black
envié la carta que escribi6, entonces Davis recibié un aviso.

Si nuestras lineas de comunicacién no se han interrumpido por completo,
entonces si Davis recibié un aviso, entonces Emory fue informado del
asunto.

Si el procurador general ha impuesto una censura estricta, entonces nues-
tras lineas de comunicacién se han interrumpido por completo.
Nuestras lineas de comunicacién no se han interrumpido por completo.
Por tanto, si Black envié la carta que escribié, entonces Emory fue in-

formado del asunto.

Se puede traducir en nuestro simbolismo como

Av(BD D)

~C D (D D E)

ADC

~C

...BDE

Establecer la validez de este argumento por medio de una tabla

de verdad requeriria una tabla de treinta y dos renglones. Pero po-
demos probar el argumento dado como vilido deduciendo su con-
clusién de sus premisas por una secuencia de solamente cuatro
argumentos cuya validez se ha sefialado ya. De la tercera y cuarta
premisas, A 5 C y ~C, vélidamente inferimos ~A por Modus Tol-




50 El Método de Deduccion

lens. De ~A y la primera premisa Av(B D D), validamente inferi-
mos B D D, por un Silogismo Disyuntivo. De la segunda y cuarta
premisas, ~C D (D D E) y ~C, validamente se infiere D D E por
Modus Ponens. Y finalmente, de estas dos ultimas conclusiones (o
subconclusiones), B> D y D D E, vilidamente inferimos B D E
por un Silogismo Hipotético. Que su conclusion se deduce de sus
premisas usando argumentos validos exclusivamente, prueba que
el argumento original es vadlido. Aqui las formas argumentales va-
lidas elementales Modus Ponens (M.P.), Modus Tollens (M.T.),
el Silogismo Disyuntivo (D.S.), y el Silogismo Hipotético (H.S.) se
usan como Reglas de Inferencia por medio de las cuales se deducen
validamente las conclusiones a partir de las premisas.

Una manera més formgl y mds concisa de escribir esta prueba
de validez es hacer una lista de las premisas y de los enunciados
deducidos de ellas en una columna, con las “justificaciones® para
estos dltimos escritas a un lado de los mismos. En cada caso, la
“justificacién” para un enunciado especifica los enunciados prece-
dentes a partir de los cuales, y la regla de inferencia por medio
de la cual, el enunciado en cuestién fue deducido. Es conveniente
poner la conclusién a la derecha de la Gltima premisa, separada de
la misma por una linea diagonal que automaiticamente sefiala que
todos los enunciados que estin por arriba de la misma son premisas.
La prueba formal de validez para el argumento dado puede escribir-
se como
Av(BD D) .
~C D (D DE)

ADC

~C /. .BDE
~A 3,4, M.T.
BOD 1,5,DS.
DDOE 2,4, M.P.
BDOE 6,7, H.S.

Una prueba formal de validez para un argumento dado se define
como una sucesiéon de enunciados, cada uno de los cuales es una
premisa de ese argumento o se sigue de los precedentes por un
argumento valido elemental, y tal que el Gltimo enunciado de la
secuencia es la conclusién del argumento cuya validez se estd de-
mostrando. Esta definicién debe completarse y hacerse mds precisa
especificando qué es lo que va a contar como “argumento valido
elemental”. Primero definimos un argumento vdlido elemental como
cualquier argumento que es una instancia de sustitucién de una
forma de argumento vilida, y después presentamos una lista de

NS L0
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s6lo nueve formas de argumento suficientemente obvias para ser
vistas como formas de argumento validas elementales y aceptadas
como Reglas de Inferencia.

Una cuestién que hay que recalcar es que cualgquier instancia
de sustitucién de una forma de argumento valida elemental es un
argumento valido elemental. Asi, el argumento

~C D (DDE)
~C
..DDE
es un argumento valido elemental porque es una instancia de sus-

titucion de la forma de argumento vilida elemental Modus Ponens
(M.P.). Resulta de

P-4

P

g
sustituyendo ~C por p y D D E por g, asi que es de esa forma aun
cuando Modus Ponens no es la forma especifica del argumento dado.

Iniciamos nuestro desarrollo del método de deduccién presen-

tando una lista de sélo nueve formas de argumento validas ele-
mentales que pueden usarse al construir pruebas formales de validez:

REGLAS DE INFERENCIA

1. Modus Ponens (M.P.) 6. Dilema Destructivo (D.D.)
P-4q / (p2qrrDs)
P ' ~qVv ~s
.g Lo ~p YV o~r
2. Modus Tollens (M.T.) 7. Simplificacién (Simp.)
P->4q Pq
~q CLp
So~p
3. Silogismo Hipotético (H.S.) 8. Conjuncién (Conj.)
pP-q p
gor q
SopOor .pg
4. Silogismo Disyuntivo (D.S.) 9. Adicién (Ad.)
pvq p
~p pvy
g
5. Dilema Constructivo (C.D.)
(p2qriroy)
p vr

g3
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Estas nueve reglas de inferencia son formas vilidas elementales
de argumentos cuya validez facilmente se establece mediante ta-
blas de verdad. Pueden usarse para construir pruebas formales de
validez para una amplia clase de argumentos més complicados. Los
nombres de la lista son estindar en su mayor parte, y el uso de
sus abreviaciones permite presentar las pruebas formales con un
minimo de escritura.

EJERCICIOS

I. Para cada uno de los argumentos siguientes enuncie la Regla de Inferen-
cia por la que su conclusién sigue de su o sus premisas:

*1. (A D ~B)(~C D D) 9. (FD ~G) D (~Hv~I)
.AD ~B FD ~G
~Hv~I
2. ED ~F *10. [~(JK) D ~L}*(M D ~N)
. (ED ~F)v(~G D H) ~('K)vM
. ~Lv~N
. (I=~N(I=~]) 1. 0D ~P
SoI=~] ~PDQ
(0D ~P)(~PD Q)
4. Kv(LvM) 12. (~R=8)v(TvU)
O KvLvM)vIKv(LvM)] ~(~R=179) /
S.TvU
*5. ND(O=~P) 13. [(V:~W) D X]-[(W-~Y) D Z]
(O=~P)DQ (Ve~W) v (W-~Y)
S.NDQ S XvZ
6. (R=~S)D(TDU) 14. [A D (BvC)] D [(D-E)= ~F]
R=~S ~[(D*E) = ~F]
S.TDU S.~[A D (BvC))
7. (VDW)v(X DY) 15. ~[G D (HvD]*~[(J-K) D L]
~(VD W) So~[GD (HvVD)]
SLXDY

8. (A D ~B):[C D (D-E}]
~~Bv ~(D*E)
L~Av~C

II. Cada una de las siguientes es una prueba formal de validez para el ar-
gumento indicado. Enuncie la “justificacién” de cada renglén que no
sea una premisa:

*I. 1. (A+B) D [A D (D-E)] 5. A
2. (A*B)*C /..DVE 6. D'E
3. A'B 7. D
4. A D (D*E) 8. DVE
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~Av~C
~C

GDOH D=1}
Kv~(LDM)
(G D H)v ~K

. ~N
~(G D H)
~(L D M)

~N

. (0D ~P)(~Q DR)
(SO T)(~UD ~V)
- (~P D 8)(RD ~V)
(Tv~V)D (W-X)
Ov~Q /. .W-X
~PvR
Sv~U
Tv~V
wW-X

[(Av~B)vC] DD D (E= F)]

. (Av~B) D [(F=G) D H)
.AD{E=F) D (F=G)]

A /C.DDH
Av~B

. (Av~BvC

DO(E=F

- (E=F)D (F=G)
. DD (F= Q)
.(F=G)DH

DDOH

H>(I>))

KD (D))

(~H*~K) D (~L v ~M)
(~L D ~N)*(~M 3 ~0)

. (PO N){(Q0 D 0)
. ~ADJ) /.. ~Pv~Q

~H

~K
~H-~K
~Lv~M

. ~Nv~QO
. ~PV~Q
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IIl. Construir una prueba formal de validez para cada uno de los siguientes

argumentos:
*.ADB ~(B-C)*~(G*D)
cCOD C.EVG
(~Bv ~D)(~Av~B)
L ~Av~C 7. (~HvI) D (J D K)
(~L*~M) D (K D N)
2. ED (F-~QG) (H D L)+(L D H)
(FvG) D H (~L:~M):~O
E C.JDON
" H
8. PO Q)(RDS)
3.JDOK (@D T)(SDU)
Jv(Kv~L) (~PDT)(~QDS)
~K ~T
" ~L-~K So~Rv~Q
4. MDN 5. VoW
NDO XDY
(MDO)D(NDP 75w
(MDPDQ XA
O WO X
*5. (R D ~8)*(T 2 ~U) (VD Y)(ZDA)D(Vv2)
(VD ~W)(X D ~Y) CUYVA
(T2 W){(UDS) 10. (BvC) D (DVE)
VVvR [(DvE)vF] D (GvH)
c~Tv~U (GvH) D ~D
6. AD(B-C) ED~G
~A D[(DDE)(FDG) B
(B-C)v[(~A D D):(~A D F)] S H

IV. Construir una prueba formal de validez para cada uno de los siguientes
argumentos, utilizando las abreviaciones que se sugieren:

*1. Si se requiere ya sea Algebra o geometria, entonces todos los estu-
diantes cursardn matematicas. Se requiere el algebra y se requiere
la trigonometria. Por lo tanto, todos los estudiantes tomaran mate-
maéticas. (A: Algebra es requisito. G: Geometria es requisito. §: Todos
los estudiantes cursarin mateméticas. T: Trigonometria es requisito.)

2. O Smith asistié a la reunién o Smith no fue invitado a la reunién.
Si los directcres deseaban la presencia de Smith en la reunién en-
tonces Smith fue invitado a la reunién. Smith no asistié a la reunién,
Si los directores no deseaban la presencia de Smith en la reuniém
y Smith no fue invitado a la reunién, entonces Smith esti en camino
hacia fuera de la compania. Por lo tanto, Smith esti en camino ha-
cia fuera de la compafia (A: Smith asistié a la reunién. I: Smith
fue invitado a la reunién. D: Los directores deseaban la presencia
de Smith en la reunién. C: Smith esti en camino hacia fuera de
la compaiiia.)
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3. Si se desarrolla una escasez de articulos de consumo hay alza de
precios. Si hay un cambio en el gobierno no seguirin los controles
fiscales. Si la amenaza de inflacién persiste seguirdn los controles fis-
cales. Si hay sobreproduccién no hay alza de precios. O hay sobre-
produccién o hay un cambio de gobierno. Por lo tanto, o no se
desarrolla una escasez de articulos de consumo o la amenaza de
inflacién no persiste. (E: Se desarrolla una escasez de articulos
de consumo. P: Hay alza de precios. C: Hay un cambic de gobierno.
F: Siguen los controles fiscales. I: Persiste la amenaza de infla-
ciébn. S: Hay sobreproduccién.)

4. Si continida la investigacién se descubre nueva evidencia. Si se des-
cubre nueva evidencia, entonces muchos importantes ciudadanos
son implicados. Si muchos importantes ciudadanos son implicados,
entonces los periédicos detienen la publicacién del caso. Si la
continuacién de la investigacién implica que los periédicos detienen
la publicacién del caso, entonces el descubrimiento de nueva evi-
dencia implica que la investigacién continGa. La investigacién no
continda. Por lo tanto, no se descubre nueva evidencia. (C: La
investigacién contintia. N: Se descubre nueva evidencia. I: Son im-
plicados muchos importantes ciudadanos. D: Los periédicos detienen
la publicacion del caso.)

5. Si el rey no se enroca y el peén avanza, entonces o el alfil queda
bloqueado o la torre inmovilizada. Si el T€y No Se enroca, entonces,
si el alfil queda bloqueado entonces el juego es tablas. O el rey se
enroca o si la torre es inmovilizada se pierde el cambio. El rey no
se enroca y el peén avanza. Por lo tanto, o el juego es tablas o se
pierde el cambio. (K: El rey se enroca. P: El peén avanza. B: Fl
alfil es bloqueado.R: La torre es inmovilizada. D: E] juego es tablas.
E: Se pierde ¢l cambic.)

6. Si Andrews esti presente entonces Brown esti presente, y si Brown
estd presente entonces Cohen no estd presente. Si Cohen estd pre-
sente entonces Davis no esti presente. Si Brown esti presente, en-
tonces Emerson esti presente. Si Davis no esti pPresente entonces
Farley esti presente. O Emerson no esti presente o Farley no esta
presente. Por lo tanto, 0 Andrews no esta presente o Cohen no esta pre-
sente. (A: Andrews esti presente B: Brown esti presente, C: Cohen
estd presente. D: Davis estid presente. E: Emerson esti presente,
F: Farley esti presente.)

7. Si o Jorge se inscribe o Harry se inscribe entonces Ira no se nscribe.
O Ira se inscribe o Harry se inscribe. Si o Harry se inscribe o
Jorge no se inscribe entonces Jaime se inscribe. Jorge se inscribe.
Por lo tanto, o Jaime se inscribe o Harry no se inscribe. (J: Jorge se
inscribe, H: Harry se inscribe. I: Ira se inscribe. J: Jaime se inscribe.)

8. Si Tomds recibié el mensaje entonces Tomais tomé el avién, pero si
Tomaés no tomé el avién, entonces Tomas falté a la reunién. Si To-
mis falté a la reunién, entonces David fue elegido consejero, pero
si David fue elegido comsejero, entonces TomAs recibié el mensaje.
Si 0 Tomis no falté a la reunién o Tom4s no recibié el aviso, en-
tonces 0 Toméis no tomé el avibm o David fue elegido consejero.
Tomis no falté a la reunién. Por lo tanto, o Tom4s no recibié el
mensaje o Tomés no falté a la reunién. (R: TomAs recibié el men-
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saje. A: Tomé&s tom6 el avién. F: Tomés falté a la reunién. D:
David fue elegido consejero.)

9. Si Dick fue vacunado hace poco entonces €l tiene fiebre. O Dick
fue vacunado hace poco tiempo o si aparecen viruelas entonces
Dick debe ser aislado. O Dick tiene sarampién o si se le desarrolla
salpullido entonces hay complicaciones. Si Dick tiene sarampién
entonces tiene fiebre. Si Dick no fue vacunado hace poco y Dick no
tiene sarampién, entonces o se le desarrolla salpullido o aparecen
viruelas. Dick no tiene fiebre. Por lo tanto, o hay complicaciones o
Dick debe ser aislado. (V: Dick fue vacunado hace poco. F: Dick tiene
fiebre. V: Le salen viruelas. A: Dick debe ser aislado. S: Dick tie-
ne sarampién. R: Le sale salpullido. C: Hay complicaciones.)

*10. O aumentaron los impuestos o si aumentan los gastos se eleva la
deuda. Si los impuestos aumentaron entonces el costo de recaudar
los impuestos crece. Si un aumento en los gastos implica que el
gobierno pide prestado mas dinero, entonces si se eleva la deuda
aumentan las tasas de interés. Si no se aumentan los impuestos y
el costo de recaudacién de impuestos no crece, entonces si la deuda
no se eleva entonces el gobierno pide prestado més dinero. El costo
de recaudacién de impuestos no crece. O las tasas de imterés no
aumentan o el gobierno no pide prestado més dinero. Por lo tanto,
o la deuda no se eleva o los gastos no aumentan. (T: Aumentan los
impuestos. E: Aumentan los gastos. D: Se eleva la deuda. C: El
costo de recaudacién de impuestos crece. G: El gobierno pide pres-
tado mas dinero. I: Aumentan las tasas de interés.)

3.2. La Regla de Reemplazo

Hay muchos argumentos vilidos de funcién de verdad cuya vali-
dez no se puede probar usando solamente las nueve Reglas de Infe-
rencia dadas hasta aqui. Por ejemplo, una prueba formal de validez
del argumento obviamente vélido

A-B
‘B
requiere Reglas de Inferencia adicionales.

Ahora bien, los tnicos enunciados compuestos que nos interesan
aqui son los enunciados compuestos funcién de verdad. Luego,
si se reemplaza una parte cualquiera de un enunciado compuesto
por una expresion que es légicamente equivalente a la parte reem-
plazada, el valor de verdad del enunciado que resulta es el mismo
que el del enunciado original. A esto se le llama, algunas veces,
la Regla de Reemplazo, y otras, la del Principio de Extensionalidad.
Adoptamos la Regla de Reemplazo como un principio adicional de

* Se enunciarfi més formalmente, en un contexto apropjado, y se le demostrari en
el Cap. 7.
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inferencia. Nos permite inferir de cualquier enunciado el resultado
de reemplazar todo o parte de ese enunciado por otro enunciado
légicamente equivalente a la parte reemplazada. Asi, usando el prin-
cipio de la Doble Negacién (D.N.), que afirma la equivalencia 16gica
de p y ~~p, podemos inferir, de A O ~~B cualquiera de los enun-
ciados,

ADB,~~AD ~~B,AD ~~~~B, 0 ~~(AD ~~B)

por la Regla de Reemplazo.

Para hacer mis definida esta regla, damos ahora una lista de
equivalencias légicas con las que puede usarse. Estas equivalencias
constituyen nuevas Reglas de Inferencia que es posible usar para
probar la validez de argumentos. Las numeramos consecutivamen-
te después de las nueve reglas ya enunciadas.

Regla de Reemplazo: Cualquiera de las siguientes expresiones I6-

gicamente equivalentes puede reemplazar a la otra en donde ocurran:
10. Teoremas de De Morgan (De M.): ~(p @) = (~pv ~q).
~(pv @) =(~p*~q).

11. Conmutacién (Conm.):

(pve=(qvp).
(p-a)=(q'p)
12, Asociacién (Asoc.): [pvigvol=lpvgvr.
lp@ni=lp-g-1
13. Distribucién (Dist.): lp-@vol=[p-gv(p)
[pvi@gN=ipve (pvn)
14. Doble Negacién (D.N.): p=~~p.
15. Transposicién (Trans.): (p D q)=(~q D ~p).
16. Implicacién Material (Impl.): (POg)=(~pvy).
17. Equivalencia Materlal (Equiv.): P=9)=i(p D q9)(g D p).
(r=9=I[p-q)vi(~p-~q)
18. Exportacién (Exp.): pra)2r=[pDg D)
19. Tautologfa (Taut.): pP=(pvp)
pP=(pp)

Ahora puede escribirse una prueba formal de validez para el
argumento dado al principio del parrafo 3.2:

1. ArB /.".B
2. B*A 1, Conm.
3. B 2, Simp.

Algunas formas de argumento, aunque muy elementales y per-
fectamente vélidas, no se incluyen en nuestra lista de diecinueve
Reglas de Inferencia. Aunque el argumento



58 El Método de Deduccion

A*B
‘. B
es obviamente valido, su forma
p°q
".q
no esta incluida en nuestra lista. Por tanto, B no se sigue de A-B
por ningin argumento valido elemental segin los define nuestra
lista, Puede, sin embargo, deducirse usando dos argumentos validos
elementales como mostramos antes. Podriamos agregar la forma de
argumento intuitivamente vélida
Pq
.q
a nuestra lista, claro estd; pero si agrandiaramos nuestra lista de
esta manera llegariamos a tener una lista demasiado larga y, por
tanto, no manejable.

La lista de las Reglas de Inferencia contiene numerosas redun-
dancias. Por ejemplo, Modus Tollens podria salir de la lista sin
realmente debilitar la maquinaria, pues todo paso deducido usandola
puede serlo usando otras Reglas de la lista. Asi, en nuestra primera
prueba del capitulo en la Pag. 50, en el renglén 5, ~A, que se de-
dujo de los renglones 3 y 4, A D C y ~C, por Modus Tollens, pudo
haber sido deducida sin ésta, pues ~ C D ~ A, se sigue de ADC
por Transposicién, y ~A de ~C D ~A y ~C por Modus Ponens. Pero
Modus Tollens es un principio de inferencia tan comin e intuitivo
que se le ha incluido, y otros han sido incluidos por conveniencia,
también, a pesar de su redundancia légica.

La prueba de que una sucesién dada de enunciados es una de-
mostracién formal, es efectiva. Es decir, por observaciéon directa se
podr4d deducir si cada renglén siguiente a las premisas se sigue o
no de los renglones que le preceden mediante alguna de las Reglas
de Inferencia dadas. No es necesario “pensar”: ni pensar sobre el
significado de los enunciados, ni usar intuicién légica para verificar
la validez de 1a deduccién de cada renglén. Aun en donde falte la
“justificacién” de un enunciado, a un lado del: mismo, hay un pro-
cedimiento finito, mecénico, para decidir si la deduccién es legiti-
ma. Cada renglén viene precedido por solamente un nimero finito de
rengiones y sé6lo se han adoptado un numero finito de Reglas de Infe-
rencia. Aunque toma tiempo, puede verificarse por inspeccién si el
renglén en cuestién se sigue de algin rengién, o par de renglones
precedentes mediante alguna Regla de Inferencia de nuestra lista. Por
ejemplo, en la demostracién precedente, el renglén 2, B- A, estd
precedido sélo por el renglén 1, A - B. Su legitimidad puede decidirse
viendo que aunque no se sigue de A-B por Modus Ponens, ni por
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Modus Tollens, ni por un Silogismo Hipotético y asi sucesivamente
hasta el ndmero 10, al llegar al nimero 11, podemos ver, que el
renglén 2 se sigue del rengléon 1 por el principio de Conmutacién.
Asi también, la legitimidad de cualquier renglén puede decidirse
por un numero finito de observaciones, ninguna de las cuales en-
trafia mis que comparacién de formas y esquemas. Para preservar
esta efectividad establecemos la regla que sélo ha de aplicarse una
Regla de Inferencia a la vez. La notacién explicativa a un lado de
cada enunciado no es, estrictamente hablando, parte de la demos-
tracién, pero es 1til y siempre debiera incluirsele.

Aunque la prueba de que una secuencia dada de enunciados es
0 no es una demostracién formal, es efectiva, construir una demos-
tracién formal tal no es un procedimiento efectivo. A este respecto
el método presente difiere del método del capitulo anterior. El uso
de tablas de verdad es completamente mecdnico: dado cualquier
argumento de la clase general de la que ahora nos ocupamos, su
validez siempre puede ser probada siguiendo las reglas simples pre-
sentadas en el Cap. 2. Pero al construir una prueba formal de vali-
dez bas4ndose en las diecinueve Reglas de Inferencia de la lista, es
necesario pensar o “imaginar” dénde empieza y cémo proceder.
Aunque no existe método de procedimiento efectivo o puramente
mecénico, es esencialmente mucho maés ficil construir una prueba
formal de validez que escribir una tabla de verdad con docenas o
cientos 0 aun miles de renglones.

Hay una diferencia importante entre las primeras nueve y las
ultimas diez Reglas de Inferencia. Las primeras nueve pueden apli-
carse a renglones enteros de una demostracién. De este modo A
puede inferirse de A - B por simplificacién sélo si A-B constituye
un renglén completo. Pexo ni A ni A O C se siguen de (A-B) O C
por simplificacién o cualquier otra Regla de Inferencia. A no es
consecuencia porque A puede ser falso y (A-B) D C verdadero.
A 5 C no es consecuencia porque si A es verdadero y B y C ambos
son falsos, (A-B) O C es verdadero mientras que A O C es falso,
Por otro lado, cualquiera de las diez tltimas Reglas de Inferencia pue-
de aplicarse a renglones enteros o partes de renglones. No sélo
puede inferirse el enunciado A D (B D C) del renglén entero (A - B)
D C por Exportacién, sino del renglén [(A-B) D C] v D podemos
inferir [A D (BD C)] v D por Exportacién. La Regla de Reem-
Plazo autoriza que expresiones légicamente equivalentes especifi-
cadas se reemplacen entre si donde ocurran, aun en donde no cons-
tituyan renglones enteros de una demostracién. Pero las nueve
primeras Reglas de Inferencia sélo pueden usarse tomando como
premisas renglones enteros de una demostracion.
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En ausencia de reglas mecinicas para la construccién de de-
mostraciones formales de validez, pueden darse algunas sugeren-
cias y métodos practicos. La primera es simplemente empezar
deduciendo conclusiones de las premisas mediante las Reglas de
Inferencia dadas. Al tener mis y mas subconclusiones de éstas
como premisas para nuevas deducciones, mayor es la probabilidad
de que se vea cémo deducir la conclusién del argumento que se
quiere demostrar que es vilido.'.

Otra sugerencia es tratar de eliminar enunciados que ocurren
en las premisas, pero no en la conclusién. Esta eliminacién puede
llevarse a cabo solamente de acuerdo con las Reglas de Inferencia.
Pero las Reglas contienen muchas técnicas para eliminar enun-
ciados. La simplificacién es una de ellas: con ésta, el conyunto
derecho de una conjuncién puede simplemente quitarse, a condi-
cién de que la conjuncién sea un renglén entero en la demos-
tracion. Y por Conmutacién puede hacerse derecho al enunciado
conyunto izquierdo de una conjuncién para eliminarlo por Sim-
pificacién. El término “medio” ¢ puede eliminarse por un Silogismo
Hipotético dadas dos premisas o subconclusiones de los patrones
PO qy qDr La distribucién es una regla Gtil para transformar
una disyuncién de la forma pv (g-r) en la conjuncién (pvg)-
(pvr) cuyo conjunto de la derecha pvr puede entonces elimi-
narse por Simplificacién. Otro método prictico es introducir por
Adicién un enunciado que ocurre en la conclusién, pero no en las
premisas. Otro método es el de proceder hacia atris desde la con-
clusién buscando algiin enunciado o par de enunciados de los cuales
se le pudiera deducir mediante algunas de las Reglas de Inferen-
cia, y entonces tratar de deducir esos enunciados intermedios,
ya sea de las premisas o de otros enunciados intermedios, y asi
sucesivamente, hasta llegar a algunos que sean deducibles de las
premisas. Una adecuada combinacién de estos métodos es a menu-
do, la mejor manera de proceder. La practica, desde luego, es el
mejor de los métodos para adquisicién de habilidad en el método
de deduccién,

EJERCICIOS

I. Para cada uno de los siguientes argumentos de la Regla de Inferencia
por la que se sigue su conclusién de su premisa:

*1. (~A D'B)*(Cv ~D) 3. (ID ~J)v(~K D ~L)
".(~A D B)(~DvC) SID ~NvLDK)
2. (~EVvF)(Gv ~H) 4 M D ~(Nv~O)

CAE D F)(Gv ~H) S M D (~N+~~0)




*5.

*10.

11.

12.

13.

14.

*15.

16.

17.

18.

19.

20.
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[PO(QVR)]vI[PD (QvR)
PO (QVR)

SHT-U) D (V= ~W)

LS T U D (V= ~W)

. [X(Y+Z)] D (A= ~B)

S XD [(Y'Z) D (A= ~B)

. (C-~D) D (E = ~F)

2 (C-~D) D [(E*~F) v(~E*~~F)]

(G Vv H)(Iv])

GV HY D VGY H)-T

(K-L) > (M-[(N-0)-P]}

JUK-L) D {M-[(O-N)-P]}

~{Qv ~[(R"~S):(Tv ~U)})

S~ {QV [~(R ~8) v ~(Tv ~U)])
~VD{WD[~(X-Y)D ~Z]}

L~V D {[We~(X+Y)] D ~Z)
[Av(BvC)]v[(DvD)vE]

S [Av(BvC)vIDv(DVE))]

(F2 C){[(GDH)-(HDG)D(HDI)
S FDGr((G=H)D (HDI))
J=~{[(K+~Lyv~M]-{(K-~L)v ~N1}
S T= ~{(K ~L) v (~M-~N))

O D [(P-~Q) = (P~~R)]

O D [(Pr~Q) = (~~P~~R)]
~S={~~T D [~~~Uv(~T-5)]}
LS = (e~ TV [~ U v (~T+ )]}
VO {(~WD ~~X)v[(~YD Z)v(~Z D ~Y)]}
S VD {(~XD W)V[(~Y D Z)v(~Z D ~Y)]}
(A~~B) D [(C-C) 2 (C D D]

".(A*~B) D [C D (C D D)]

(E+~F) D [G D (G D H)]

" (E*~F) D [(G-C) D H)]
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Il. Cada una de las siguientes es una demostracién formal de validez para
el argumento indicado. Enunciar la “justificacién” para cada renglén
que no sea una premisa.

*1.

1. (AvB) D (C-D) 2. 1. (E-F)G
2. ~C /. .~B 2. (F=G) D @HEvVI) /. .IvH
3. ~Cv~D 3. E~(F-G)
4. ~(C-D) 4. (F-C)E
5. ~(AvB) 5. F-G
6. ~A-~B 6. (F*G) v (~F+~Q)
7. ~B+~A 7. F=C
8. ~B 8 Hvl
9. IvH




o

L

.(I*'K) DL
.JDL)DOM

. ~KvN /. .K D (M-N)
(KJ) DL

KD(JDL)

KDOM

~KvM

~K v (M*N)
K D (M*N)

(02 ~P)(PD Q)
Q>0

~RDP /. .R
~QvO

Ov~Q

(0D ~P(~Q D ~P)
~Pvy ~P

~P

~~R

R

SDO(TOU)

UD~U
(VODS){(WDT) /.VD~W
(S:TyDU

~Uv~U

~U

~(5-T)

~Sv~T

~Vv~W

VDo ~W

SO PP U0~

—

—
Sl i B o

-
C OO N W= OO0

.XD(ADB)
. X(YvA)

—
=4

1. CD (DD ~C)
2.C=D /. .~C-~D
3. CD (~~CD~D)
4. CD(CD ~D)

gumentos siguientes:

1. ~A 2.
...ADB

. (~KvM)-(~KVN) 8.

.XD(YD 2 10.

[

W N

Yt d ok e
(SR N B )

P

Sowmaaw

LEANON B WP SOCP DR

.(CC)D ~D

CDO~D
~Cv~D

. (C-D) v (~C+~D)

G mD

. E{FvQ)
. (E*G) D ~(HV )
. (~Hv ~I) D ~(E-F)

/S OH=I

. (E+Q) D (~H"~1I)

~(H-I) D ~(E~F)

. (E-F) D (H-I)
. [(E-F) D (H-D]*[(E-G) D (~H-~I)]
. (E*F)v(E-G)

(HI)v(~H+~I)

H=1

Jv(~Kv])

Kv(~JvK) /. (J°K)v(~]"~K)
(~KvI)v]

. ~Kv{Jv])

~Kv]
KDJ

(~JVvK)VK

. ~JV(KVK)

. ~JvK

.JDOK
.JDK)(K D]
.J=K

. A(JK)v(~]-~K)
ALVvM)Vv(N-O)

2. (~L+*O)+~(~L*M) /.. ~L*N

Construir una demostracién formal de

C
“DD>C

OB NSNS W

. ~L+[0-~(~L-M)]

~L
Lv[Mv(N-O)]
Mv(N-0)

. (MVN)-(MvO)

MvN

. ~L(MvN)

. (~L*M) v (~L*N)
11.
12.
13.

~(~L*M)*(~L-0)
~(~L*M)
~L*N

validez para cada uno de los ar-




3.

4.

*5.

8

*10.

11

12

13.

7.
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ED(FDG) (O=P) D (Q"R)
S.FD(EDG) S A(LVK)D(RQ)
HD((I]) 14. SO T
C.HDI S5vT
KDL =T
S KD (LvM) 15 (~UvV)(Uv W)
~X D ~W

ND>O SLVvX

(NP 20 16. A > (B D C)
(OvR) DS C D (D-E)
QDS “AD(BDD)
TD~UDV)

STDOU 17 f;g';

WO (X~Y) C{EVG)DF

S WO (Y D X) 18. [(H*I) D J}[~K D (I-~J)]
AD~(BDC) CCHOK
(D*B) > C
D R 19. [L(M v N)] D (M-N)
e~ LD (MDN)
EDF
EDG

-ED(FG) 20. 0D (FD Q)
HD(Iv]) PO (QDR)
~1 S.0OD(PDR)
.HDJ 2. SO T)-(UD V)
(KvL)D ~(M-N) W D (SvU)
(~Mv~N)D(O=P) WD (TvV)

IV. Construya una demostracién formal de validez para cada uno de los

siguientes argumentos, utilizando en cada caso la notacién sugerida.

*1. Si estudio obtengo buenas calificaciones. Si no estudio me divierto.

Por lo tanto, u obtengo buenas calificaciones, o me divierto. (S,
G, E)

. 8i el suministro de plata permanece constante y la utilizacién de

plata aumenta entonces el precio de la plata se eleva. Si un au-
mento en el uso de la plata implica que se eleva el precio de la plata
entonces lloverin especuladores. El suministro de plata permanece
constante. Por lo tanto, lloverdan especuladores. (S, U, P, L)

. O Adams es elegido presidente 0 ambos Brown y Clark son elegi-

dos consejeros. Si o Adams es elegido presidente o Brown es elegido
consejero, entonces Davis presentarA una protesta, Por lo tanto, o
Clark es elegido consejero o Davis presentard una protesta. (A, B,
C, D)

. 81 usa una buena carnada entonces si 1os peces estdn mordiendo

entonces €l pesca el limite legal. El usa una buena carnada, pero
no pesca en el limite legal. Por lo tanto, los peces no muerden. (B,
M, P)
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*

o

*10,

11

14.

*15.

16.

. O el gobernador y el suplente del gobernador ambos intentan reele-

. Si los Dodgers ganan el gallardete entonces ganarin la serie. Por

. Si él atrae el voto de los granjeros entonces se adjudicard las areas

. O Argentina no se une a la allanza o Brasil la boicotea, pero si

. Si Argentina se une a la allanza entonces tanto Brasil como Chile

. S1 Argentina se incorpora a la alianza entonces o Brasil o Chile

. Si o Argentina o Brasil se une a la alianza entonces o Chile o

Método de Deduccién

girse, o la campafia primaria quedari despejada y el partido
fragmentado por las disensiones. El gobernador no intentari reele-
girse. Luego, el partido quedari fragmentado por las disensiones.
(G, gobemador...; L, suplente...; W, quedard...; T, fragmen-
tado...)

lo tanto, si los Dodgers ganan el gallardete entonces si contintan
pegando entonces ganarin la serle. (G, S, P)

rurales, y si atrae el voto de los trabajadores entonces se adjudicard
los centros urbanos. Si se adjudica tanto las Areas rurales como los
centros urbanos esti seguro de su elecciébn. No esti seguro de su
elecciém. Por lo tanto, o no atrae el voto de los granjeros o no atrae
el voto de los trabajadores. (G, R, T, U, S)

Argentina se une a la alianza entonces Chile la boicotea. Si Brasil
boicotea la alianza entonces si Chile la boicotea entonces Ecuador
la boicotea. Por lo tanto, si Argentina se une a la alianza entonces
Ecuador la boicotea. (A, B, C, E)

la boicotean. Si o Brasil o Chile bolcotean la alianza entonces la
alianza no ser4 efectiva. Por lo tanto, si Argentina se une a la allan-
za entonces la allanza no seri efectiva. (4, B, C, E)

Esteban tomé o el autoblis o el tren. Si tomé6 el autobls o condujo
su proplo automévil entonces llegé tarde y se perdié la reunién.
No llegé tarde. Por lo tanto, él tomé el tren. (B, autobus...; T,
tren...; C, automévil...; L, tarde...; M, perdi6...)

Si te inscribes en el curso y estudias duro entonces pasarés, pero &i
te inscribes en el curso y no estudias duro entonces no pasaris.
Por lo tanto, si te inscribes en el curso entonces o estudias duro
v pasarés o no estudias duro y no pasaris. (I, E, P)

la boicotean. Si Brasil boicotea la alianza entonces Chile también la
boicotea. Por lo tanto, si Argentina se une a la alianza entontes
Chile la boicotea. (A4, B, C)

Ecuador la boicotean. Por lo tanto, si Argentina se une a la allanza
entonces Chile la boicotea. (A, B, C, E)

Si los precios bajan o suben los salarios entonces las ventas al me-
nudeo vy las actividades publicitarlas aumentan. Si las ventas al
menudeo aumentan entonces los destajistas ganan maéis dinero. Pero
los destajistas no ganan mis dinero. Por lo tanto, los preclos no
bajan. (P, S, M, A, D)

Si trabajo gano dinero, pero sl estoy de ocioso gozo la vida. O tra-
bajo o estoy de ocioso. Sin embargo, si trabajo no gozo la vida
mientras que si estoy de ocloso no gano dinero. Por lo tanto, gozo la
vida st y sélo st no gano dinero. (W, trabajo...; M, vida...; I,
ocloso...; E, gozo...)

S1 entra a la campafia primaria entonces si hace una campaia
vigorosa entonces es nominado. S1 gana la nominacién y recibe el




17.

18.

19.

*21
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apoyo del partido, entonces serd elegido. Si toma serio la plata-
forma del partido entonces recibird el apoyo del partido, pero mo
serd elegido. Por lo tanto, si participa en la campafia primaria
entonces si hace una campafia vigorosa entonces no toma en serlo
la plataforma del partido. (C, V, N, A, E, P)

O rebajan la tarifa o las importaciones siguen disminuyendo y nues-
tras propias industrias prosperan. Si rebajan la tarifa entonces
nuestras propias industrias prosperan. Por lo tanto, nuestras pro-
pias industrias prosperan. (T, I, P)

O hace reparar su automévil o compra uno nuevo. Si hace reparar
su automévil deberd mucho dinero al taller de reparaciones. Si debe
mucho dineroc al taller tardari en salir de sus deudas. 81 compra
un auto nuevo debe entonces pedir un préstamo al banco, y si
pide un préstamo al banco tardard en salir de sus deudas. O sale
pronto de sus deudas o sus acreedores lo llevardn a la ruina. Por lo
tanto, sus acreedores lo llevarin a la ruina. (R, N, T, D, B, A)

Si sale de dfa de campo viste ropa sport. Si viste ropa sport entonces
no asiste 2 ambos, al banquete y a la fiesta. Si é no asiste al
banquete conserva su boleto de entrada, pero él ya no tiene su boleto
de entrada. El asiste a la fiesta. Por lo tanto, no sale de dia de
campo. (C, S, B, F, E)

Si estudia clencias entonces se prepara para vivir desahogadamente,
y si estudfa humanidades entonces se prepara para vivir adecuada-
mente. S1 él se prepara para vivir desahogadamente o se prepara
para vivir adecuadamente entonces sus afos de universidad estin
justificados. Pero sus afios universitarios no estin justificados. Por
lo tanto, no estudia ni ciencias ni humanidades. (C, D, H, A, U)
Si siembra tulipanes entonces su jardin florece temprano, y si
siembra margaritas su jardin florece tarde. De modo que si siembra
o tulipanes o margaritas su jardin florece tarde o temprano. (T,
tullpanes. ..; E, temprano...; A, margaritas...; L, tarde...)

. Si slembra tulipanes entonces su jardin florece temprano y si siem-

bra margaritas entonces su jardin florece tarde. De modo que si
siembra tulipanes y margaritas su jardin florece temprano y tarde.
(T, E, A L)

. Si vamos a Europa entonces recorremos Escandinavia. Si vamos a

Europa entonces si recorremos Escandinavia entonces visitamos No-
ruega. S1 recorremos Escandinavia entonces si visitamos Noruega
entonces haremos un viaje a los fiordos. Por lo tanto, s1 vamos a
Europa haremos un viaje a los fiordos. (E, §, N, F)

Si Argentina se une a la Alianza entonces o Brasil o Chile la boi-
cotea. Si Ecuador se une a la alianza entonces o Chile o Peru la
bolcotea. Chile no la boicotea. Por lo tanto, si ni Brasil ni Perd
la boicotean entonces ni Argentina ni Ecuador se unen a la alianza.
(A, B,C, E, P)

. 81 0 Argentina o Brasll se incorpora a la alianza entonces si ©

Chile 0 Ecuador la bolcotea entonces, aunque Perd no la boicotee
Venezuela la bolcotea. St o Perd o Nicaragua no la boicotea en-
sonces Uruguay se incorpora a la alianza. Por lo tanto, st Argentina
se incorpora a la allanza entonces si Chile la bolcotea entonces
Uruguay se incorpora a la Alanza. (A, B, C, E, P, V, N, U)
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3.3. Demostracion de la Invalidez

Podemos establecer la invalidez de un argumento usando una
tabla de verdad para mostrar que la forma especifica del argumento
es invalida. La tabla de verdad demuestra la invalidez si contiene
por lo menos un renglén en el que se asignan valores de verdad
a las variables sentenciales de modo tal que las premisas se hacen
verdaderas y la conclusién falsa. Si podemos encontrar una asig-
nacion semejante de valores de verdad sin construir toda la tabla,
tendremos un método mas breve de demostracién de invalidez.

Consideremos el argumento invilido

Si el senador vota en contra de este proyecto de ley entonces se opone
a penas mis severas contra los evasores de impuestos.

Si el senador es, él mismo, un evasor de impuestos entonces se opone a
pPenas mis severas contra los evasores de impuestos.

Por lo tanto, si el senador vota en contra de este proyecto de ley él mismo
es un evasor de impuestos.

el cual puede simbolizarse como
VDO
HDO
S.VDOH

En lugar de construir una tabla de verdad para la forma especifica
de este argumento, podemos demostrar su invalidez asignando va-
lores de verdad a los enunciados componentes simples V, O y H*
de modo que las premisas sean verdaderas y la conclusién falsa.
La conclusién se hace falsa al dar el valor T a Vy F a H; y ambas
premisas verdaderas asignando T a O. Este método de demostrar
invalidez est4 fntimamente relacionado con el método de la tabla
de verdad. En efecto, asignar los valores como se indicé viene a ser
el de describir un renglén pertinente dela tabla de verdad —un renglén
que basta para establecer la invalidez del argumento puesto a prue-
ba—. La relaci6n aparece m4s clara, tal vez, cuando las asignacio-
nes de valores de verdad se escriben horizontalmente, como

|4 (o H VDO HDO VO H

T T F T T F

Este nuevo método de demostracién de invalidez es mis breve
que una escritura completa de la tabla de verdad, y el tiempo y
trabajo economizados son proporcionalmente mayores para argu-

mentos mis complicados. Al demostrar la invalidez de argumentos
més extensos, puede ser necesaria cierta cantidad de prueba y error

*V,vota .,.; O, se opone ...; H, & mismo .., (N, del T.)
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. para descubrir una asignacién de valores de verdad que resulte.
Pero aun siendo asi, este método es més rapido y ficil que escribir
la tabla de verdad completa. Es obvio que el método presente seri
suficiente para demostrar la invalidez de cualquier argumento cuya
invalidez puede mostrarse mediante una tabla de verdad.

EJERCICIOS

Demostrar la invalidez de los siguientes argumentos por la asignacién de
valores de verdad:

*.LADB B5.T=U 9. P=(Q=~R)
COD U=(V-W) Q D (~Rv~S8)
BvC V=(TvX) [RD(Qv~T)](F2DQ)
S.AVD TvX [UD(S-TI(T D ~V)
R 5 ¢ [(Q*R) D ~U)*[UD (QvR)]
Qv V)~V
22 ED({FvQ) 6. X=(YD 2) So~U~Y
G D (H-I) Y= (~X:~Z)
~H ZE{XV"—'Y) 10. WE(XVY}
CEDI Y X=(ZDY)
XvZ Y=(Z=~A)
Z=(ADB
3.JD(KDL) 7. (A D B)*(C D D) gvzﬁvz Z)
K D (~L D M) AvC - W=8
(LYM)DN (Bv D) D (E-F) =
S.JDON - ED(FDQG)
GD(ADH)
4 (OvBo O S.H
. v
0> (PvR) 8. Iv(J-K)
(S 0) D ~R (LD ~M) D (M-~N)
P=0 (ND O):{(0OD M)
JDK)DO
o)

34. No Completud* de las Diecinueve Reglas®

Las diecinueve Reglas de Inferencia presentadas hasta el mo-
mento son incompletas, lo que quiere decir que hay argumentos
vilidos funcién de verdad cuya validez no es demostrable usando

* Complecién, segtn el D.RALE. (N. del T.)

? Esta demostraclén de no completud me fue comunicada por mi amige e} Profesor
Leo Simons de la Universidead de Cincinnati.
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tan sélo esas diecinueve Reglas. Para discutir y establecer esta
propiedad de no completud es util introducir la nocién de una
caracteristica que es “hereditaria con respectc a un conjunto
de Reglas de Inferencia”. Proponemos esta definicién: una caracte-
ristica ® es hereditaria con respecto a un conjunto de Reglas de
Inferencia si y s6lo si siempre que & pertenezca a uno o mas enun-
ciados también pertenecerd a todo enunciado deducido de ellos por
medio de esas Reglas de Inferencia. Por ejemplo, verdad es una
caracteristica que es hereditaria con respecto a las diecinueve Reglas
de Inferencia presentadas en las dos primeras secciones de este
capftulo. Como se observé anteriormente, cualquier conclusién debe
ser verdadera si puede deducirse de premisas verdaderas por medio
de nuestras diecinueve Reglas de Inferencia. De hecho, no desea-
riamos usar Reglas de Inferencia con respecto a las cuales la verdad
no fuera hereditaria.

Ahora bien, para demostrar que un conjunto de Reglas de Infe-
rencia es incompleto, debemos encontrar una caracteristica ¢ y un
argumento vilido « tales que

(1) & sea hereditaria con respecto al conjunto de Reglas de In-
ferencia; y

(2) @ pertenezca a las premisas de «, pero no a Ia conclusién
de a.

La caracteristica verdad es hereditaria con respecto a cualquier con-
junto de Reglas de Inferencia en el que nos interesemos seriamente
y. por lo tanto, satisface la condicién (1) anterior. Pero si « es un
argumento vélido, de nuestra definicién de validez se sigue inme-
diatamente que la verdad no puede nunca satisfacer la condicién
(2) anterior. Por lo tanto, para demostrar la no completud de nues-
tras diecinueve Reglas de Inferencia debemos encontrar una ca-
racteristica diferente de verdad que sea hereditaria con respecto a
nuestras diecinueve Reglas, y pueda pertenecer a las premisas, pero
no a la conclusién de algtin argumento vilido .

Para obtener una caracteristica tal se introduce un modelo de
tres elementos en términos del cual los simbolos en nuestras dieci-
nueve Reglas puedan ser interpretados. Los tres elementos son los
numeros 0, 1 y 2 que tienen papeles anélogos a los que desempefian
los valares de verdad verdadero (T) y falso (F) introducidos en el
Cap. 2. Todo enunciado tendri uno de los tres elementos del modelo
asignado a él, y se dird que toma o tiene uno de los tres valores
0,1 o0 2. Tal como en el Cap. 2 las variables sentenciales p, q, 1, ...
se permitia que tomaran los valores T y F, asf aquf permitimos que
P, q, 7 ... tomen los valores 0, 1 y 2.
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Los cinco sfmbolos “~7, “7, “¥v7, “D” y “=" que ocurren en
nuestras diecinueve Reglas pueden volverse a definir para (o en tér-
minos de) nuestro modelo de tres elementos mediante las siguien-
tes tablas a tres valores:

P ~p P 49 pq pvq pOq p=q
0o 2 0o 0 0 0 0 0
11 0 1 1 0 1 1
2 0 0 2 2 0 2 2
1 o0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1
1 2 2 1 1 1
2 0 2 0 0 2
2 1 2 1 0 1
2 2 2 2 0 0

Pueden darse definiciones analiticas alternativas (pero equivalen-
tes), como sigue, en donde “min(x, ¥)” denota el minimo de los
nimeros x yy “méax(x, y)” denota el méximo de los nGmeros x y y.

~p=2—p
prq = mix(p, q)
qu—Iman)
p 2 q=min2 — p,q)
p = q = méx(min(2 — p, q), min(2 — g, p))

La caracteristica deseada & que es hereditaria con respecto a
nuestras diecinueve Reglas de Inferencia es la caracteristica de
tener el valor 0. Para demostrar que es hereditaria con respecto a
las diecinueve Reglas seri suficiente demostrar que es hereditaria
con respecto a cada una de las diecinueve Reglas. Esto puede mos-
trarse para cada regla por medio de una tabla a tres valores. Por
ejemplo, que tener el valor 0 es caracterfstica hereditaria con res-
pecto a Modus Ponens puede verse examinando la tabla anterior
que define el valor de “p D ¢” como una funcién del valor de “p”
y de “q”. Las dos premisas “p” y “p O ¢” tienen el valor 0 solamente
en el primer renglén, y ahf la conclusién “g” tiene el valor 0 tam-
bién. Examinando la misma tabla se ve que tener el valor 0 es he-
reditario también para la Simplificacién, la Conjuncién y Ia Adi-
cién. Llenando las columnas adicionales de “~p” y “~¢q” se mostrar
que tener el valor 0 es hereditario respecto a Modus Tollens y tam-
bién al Silogismo Disyuntivo, Que es hereditario con respecto al
Silogismo Hipotético puede mostrarse mediante la tabla siguiente:
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-

R
fle]

-
h~]

COCO OO OO QO mt Ot et D b et DD i DN et DN D

NNNNNMNN&N;—-HHHD—;——H——IOOeooeoeeﬁ
DO DD DO jmki i e DD O MDD DD b et e DO NN N O SO
B b= DN ON e DN O DD e DN e DD DD DN
OO OO OO O = m et e e OO ONNON —~—mmDDD|
CO DI DN DO OO = DN =D DO O @M=

Solamente en los renglones primero, décimo, decimonono, vige-
simosegundo, vigesimoquinto, vigesimosexto y vigesimoséptimo tie-
nen el valor 0 las premisas “p D ¢” y “q¢ D r”, y en cada uno de ellos
la conclusién “p O 7 tiene también el valor 0. Serin necesarias
tablas alin mds grandes para mostrar que tener el valor 0 es heredi-
tario con respecto al Dilema Constructivo y al Dilema Destructivo
pero es ficil hacerlas. (Sin embargo, no es absolutamente necesario
construir esas tablas, porque las definiciones analiticas alternativas
de la pégina anterior pueden usarse para mostrar que tener el valor
0 es hereditario con respecto a los dilemas, como se hace més ade-
lante. )

Al construir tablas a tres valores para verificar que tener el valor
0 es hereditario con respecto al reemplazo de enunciados por sus
equivalentes légicos, notamos que aunque los bicondicionales mis-
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mos no necesitan tener el valor 0, las expresiones que flanquean el
signo de equivalencia necesariamente tienen el mismo valor., Por
ejemplo, en la tabla apropiada al primero de los Teoremas de De
Morgan, '

P 9 ~p ~q pq ~(pq ~pv~q ~(pq=(~pv~q)
00 2 2 0 2 2 0
01 2 1 1 1 1 1
02 2 0 2 0 0 0
10 1 2 1 1 1 1
11 1 11 1 1 1
1 2 1 o 2 0 0 0
20 0 2 2 0 0 0
21 0 1 2 0 ) 0
2 2 0 0 2 0 0 0

las expresiones equivalentes “~(p-gq)” y “~pv ~q¢” tienen el mis-
mo valor en cada rengléon aungue el enunciado de su equivalencia no
tiene €l valor 0 en los renglones dos, cuatro y cinco. Debe ser obvio,
sin embargo, que tener el valor 0 es hereditario con respecto al
reemplazo de todo o parte de un enunciado cualquiera por cualquier
otro enunciado equivalente a la parte reemplazada.

Hay demostraciones alternativas de que tener €l valor 0 es he-
reditario con respecto a las diecinueve Reglas, que hacen uso de
nuestras definiciones analiticas de los simbolos 16gicos. Por ejem-
plo, que tener el valor 0 es hereditario con respecto al Dilema
Constructivo puede mostrarlo el siguiente argumento. Por hipétesis
“(P2q)-(rDs)” y “pvr” tienen ambos el valor 0. Luego ambos
POq y“rDs” tienenel valor 0, luegpop=20g=0yor=2
0s=10. Dado que “pvr” tiene el valor0, o p=007r=0.Si p =0
entonces p #~ 2 de donde ¢ = 0, y si v = 0 entonces r = 2, de donde
§ = 0; por lo tanto, 0 g = 0 0 s = 0 de donde “gvs” tiene el valor 0,
que es lo que habia que mostrar,

Una vez que se ha mostrado que la caracteristica de tener el
valor 0 es hereditaria con respecto a las diecinueve Reglas, para
demostrar la no completud de esas reglas sé6lo hace falta exhibir
un argumento vilido cuyas premisas tengan el valor 0 y cuya con-
clusién no tenga el valor 0. Un argumento tal es

ADB
..AD(A*B)
cuya validez ficilmente se establece por una tabla de verdad. En el

caso que “A” tenga el valor 1 y “B” tenga el valor 0, la premisa
‘A D B” tiene el valor 0, pero la conclusién “A O (A-B)” tiene el
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valor 1. Por lo tanto, las diecinueve Reglas de Inferencia presen-
tadas hasta ahora son incompletas.

3.5. La Regla de Demostracion Condicional

A continuacién introducimos una nueva regla para usarla en
el método de deduccién: la regla de Demostracién Condicional. En
esta seccién la nueva regla se aplicara tan sélo a argumentos cuyas
conclusiones son enunciados condicionales, La nueva regla puede
aplicarse y justificarse mejor con referencia al principio de Ex-
portacién y la correspondencia, sefialada en el Cap. 2, entre formas
de argumento vélidas y tautologias.

A todo argumento le corresponde un enunciado condicional cuyo
antecedente es la conjuncién de las premisas del argumento y
cuyo consecuente es la conclusién del argumento. Como se ha se-
fialado, un argumento es vélido si y sélo si su correspondiente con-
dicional es una tautologia. Si un argumento tiene un enunciado
condicional como conclusién, que podemos simbolizar A O C, enton-
ces si simbolizamos la conjuncién de sus premisas como P, el ar-
gumento es valido si y s6lo si el condicional

(1) PD>(ADC)

es una tautologia. Si podemos deducir la conclusién A O C de las
premisas conjuntas en P por una secuencia de argumentos vilidos
elementales, habremos asi demostrado la validez del argumento y
que el condicional asociado (1) es una tautologia. Por el principio
de Exportacién, (1) es légicamente equivalente a

@ (PrA) D C

Perc (2) es el condicional asociado con un argumento un tanto
diferente. Este segundo argumento tiene como premisas todas las
premisas del primer argumento, ademds de una premisa adicional
que es el antecedente de la conclusién del primer argumento. Y
la conclusién del segundo argumento es el consecuente de la con-
clusién del primer argumento. Ahora bien, si deducimos la conclu-
si6n del segundo argumento, C, de las premisas conjuntas en P- A
por una sucesién de argumentos véilidos elementales, habremos
demostrado que su enunciado condicional asociado (2) es una
tautologia. Pero como (1) y (2) son légicamente equivalentes
esto demuestra que (1) es una tautologfa también, de donde se sigue
que el argumento original con una premisa menos y la conclusién
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condicional A D C, también es vilido. Ahora, la regla de Demostra-
cién Condicional no permite inferir la validez de cualquier argumento

P
..ADC

de una demostracién formal de validez para el argumento
P

A
. C

Dado cualquier argumento cuya conclusién es un enunciado con-
dicional, una demostracién de su validez usando la regla de Demos-
tracién Condicional, es decir, una demostracién condicional de su
validez, se construye suponiendo que el antecedente de su conclusién
es una premisa adicional y luego deduciendo el consecuente de su
conclusién por una sucesién de argumentos validos elementales. Asi,
una demostracién condicional de validez para el argumento

(AvB) D (C-D)
(DVE)D F
S.ADF

ruede escribirse como
1. (AvB)D C-D)

2. (DVEYDF /. .ADF

3. A /. . F (C.P)
4, AvB 3, Ad.

5 C+'D 1,4, M.P.
6. D-C 5, Conm,
7. D 6, Simp.

8. DvVE 7, Ad.

9. F 2,8, M.P.

Aqui la diagonal de separacién, asi como el simbolo “por lo tanto” de
los tres puntos, y el “C.P.” entre paréntesis, indican que se esta
usando la regla de la Demostracién Condicional.

Dado que la regla de Demostracién Condicional puede usarse al
tratar cualquier argumento vélido con un enunciado condicional
como conclusién, puede aplicirsele mé4s de una vez en el curso de
una misma deduccién. Asf, una demostracién condicional de validez
para

AD(BDC)
BD(CDD)
".AD(BDD)
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serd una demostracién de validez para
AD(BDC)
B D (C D D)
A
..BDD
y como el ultimo tiene una conclusién condicional, se le puede dar
una demostracién condicional demostrando la validez de
AD(BDC)
BD(CD D)
A
B
..D
Cada uso del método condicional debiera ser sefialado con una diago-
nal adicional y un signo “por lo tanto”, ademis de la notacién
“(C.P.)". La demostracién sugerida se escribiria:

L AD(BDC)

2. BO({CDOD) / .AD(BDD)
3. A /..BODD (CP)
4 B /°.D  (CP)
5. BOC 1,3, M.P.

6. C 5,4, M.P.

7. COD 2,4, M.P.

8 D 7,6, M.P.

La regla de Demostracién Condicional es una genuina contribu-
cién a las herramientas de demostracién de las Secs. 3.1 y 3.2, No
solamente permite construir demostraciones mds breves de la validez
de los argumentos, validez que podria demostrarse haciendo llamado
a las diecinueve Reglas de Inferencia exclusivamente, sino que tam-
bién nos permite establecer la validez de argumentos vilidos cuya
validez no podria demostrarse con referencia a la lista original sola.

Por ejemplo, en la Sec. 3.4 se demostré que el argumento obviamente
valido

ADB

A D(A'B)
no se puede demostrar utilizando la lista original de diecinueve Re-
glas tan sélo. Pero se le demuestra ficilmente usando, ademis, la

regla de Demostracién Condicional. Su demostracién condicional de
validez es

1. ADB /. .AD(AB)
2. A /' .A*B  (C.P)
1
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EJERCICIOS

Dar demostraciones condicionales de validez para los Ejercicios *21, 22,
23, 24 y 25 de la Pig. 65.

3.6. La Regla de Demostracion Indirecta

El método de demostracién indirecta, a menudo llamado método
de demostracién por reduccién al absurdo, es familiar para todos los
que hayan estudiado la geometria elemental. Al deducir sus teoremas,
Euclides suele empezar suponiendo lo opuesto de lo que se propone
demostrar. Si este supuesto conduce a una contradiccién o “se reduce
a un absurdo” entonces el supuesto debe ser falso, y su negacién —el
teorema que se desea demostrar— debe ser verdadera.

Una demostracién indirecta de validez para un argumento dado
se construye suponiendo, como premisa adicional, la negacién de su
conclusién y deduciendo entonces una contradiccién explicita del
conjunto aumentado de las premisas. Asi, una demostracién indirecta
de validez para el argumento

A D (B-C)
(BvD)DE
DvA
W E
puede escribirse como a continuacién:
1. AD(B-C)
2. (BVD)DE
3. DvA /. .E
4. ~E LP. (Demostracién Indirecta)
5. ~(BvD) 2 4, M.T.
6. ~B~D 5 DeM.
7. ~D-~B 6,Conm,
8. ~D 7, Simp.
9. A 3,8,D.S.
10. B-C 1,9, M.P.
1. B 10, Simp.
12. ~B 6, Simp.

13. B-~B 11,12, Conj.

El renglén 13 es una contradiccién explicita, Iuego, la demostracién
es completa, pues la validez del argumento original se sigue por la
regla de Demostracién Indirecta.
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Es facil demostrar que de una contradiccién es posible deducir
vélidamente cualquier conclusién. En otras palabras, cualquier argu-
mento de la forma

P

~p

g
es valido, sin importar los enunciados que se sustituyan por las
variables p, q. Asi, de los renglones 11 y 12 de la demostracion ante-
rior es posible deducir la conclusién E en solamente dos renglones
més. Esta continuacién procederia:

14. BVE 11, Ad,
15. E 14,12,D.S.

Luego, es posible considerar una demostracién indirecta de validez
de un argumento dado, no como la deduccién de su invalidez del
hecho que se obtuvo una contradiccién, sino deduciendo la conclu-
si6n de ese argumento a partir de la contradiccibn misma. Asf, en
vez de considerar una reduccidn al absurdo como un proceder hacia
la contradiccién, podemos verla como un pasar por la contradiccién
hacia la conclusién del argumento original. Simbolizando la con-
juncién de las premisas de un argumento como P y su conclusién
como C, entonces una demostracién indirecta de validez de

P
.C

la proporcionard una demostracién formal de validez del argumento

P
~C
.C

(Qué conexién existe entre los dos argumentos

P P
“C-y ~C
C
que hace que demostrar el segundo como véilido basta para establecer
la validez del primero? Una demostracién formal de validez para el

dltimo constituye una demostracién condicional de validez para un
tercer argumento

P
S.~CDC

Pero la conclusién de este tercer argumento es légicamente equiva-
lente a la conclusién del primero, Por la definicién de la implicacién
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material, ~C D C es légicamente equivalente a ~~C Vv C que es

légicamente equivalente a C v C por el principio de la Doble Negacién..

Y CvC y C son légicamente equivalentes por el principio de Tauto-
logia. Como los argumentos primero y tercero tienen premisas idén-
ticas y conclusiones légicamente equivalentes, toda prueba de validez
para uno es una demostracién de validez para el otro, Una demos-
tracién de validez para el segundo argumento es una demostracién
condicional del tercero a la vez que una demostracién indirecta del
primero. Luego, vemos que hay una relacién intima entre el método
condicional y el método indirecto de demostracién, esto es, entre
la regla de Demostracién Condicional y la regla de Demostracién
Indirecta.

Al agregar la regla de Demostracién Indirecta refuerza todavia
méis nuestra herramienta de demostracién. Todo argumento cuya
conclusién sea una tautologia puede demostrarse vilido independien-
temente de cuiles sean sus premisas por el método de las tablas de
verdad. Pero si la conclusién tautolégica de un argumento no es un
enunciado condicional y las premisas son consistentes entre s{ y com-
pletamente ajenas a la conclusién, entonces el argumento no puede
demostrarse vilido por el método de deduccién sin hacer uso de la
regla de Demostracién Indirecta. Aunque el argumento

A
.Bv(BDC)

no puede demostrarse vilido por los medios présentados en las sec-
ciones precedentes, su validez ficilmente se establece por medio de
la regla de Demostracién Indirecta. Nuestra demostracion de su vali-
dez es:

1. A /..Bv(B D ()
2. ~[Bv(BDC)] 1IP

3. ~[Bv(~Bv(C)] 2, Impl

4. ~{(Bv~B)v(C] 3, Asoc.

5. ~(Bv~B)~C 4,DeM.

6. ~(Bv ~B) 5, Simp.

7. ~B:~~B 6, De M.

Nuestras diecinueve Reglas de Inferencia, junto con las reglas de
Demostracién Condicional e Indirecta, nos proporcionan un método
de deduccién que es completo. Cualquier argumento cuya validez
pueda establecerse por medio de tablas de verdad puede demostrarse
valido por el método de deduccién presentado en las Secs. 3.1, 3.2,
35 y 3.6. Sin embargo, esto serd demostrado hasta el final del
Cap. 7.

imeraa s aE £x mEr = A
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EJERCICIOS

Para cada uno de los siguientes argumentos construya una demostracién
formal de validez y una demostracién indirecta y compare las longitudes de
una y otra:

1. Av(B-C) 4. (MvN)D (0-P
ADC (OvQ) D(~R"S)
. C (RvT) D (M-U)
.. ~R
2. (DVEYD(FDG) BAVI ~W)(X DY)
(~Gv H) D (DF) (~W D Z)«(Y D ~A)
.G (Z 2> ~B):(~ADC)
v-X
.~B:C
. (HDI)(J DK)
IvK)DL
~L
Jo~(HV])

3.7. Demostracion de Tautologias

L6s métodos de demostracién de validez condicional e indirecta,
pueden usarse no s6lo para establecer la validez de argumentos,
sino también para demostrar que ciertos enunciados y formas senten-
ciales son tautologias. Todo enunciado condicional corresponde, en
cierto sentido, a un argumento cuya tnica premisa es el ante-
cedente del condicional y cuya conclusién es el consecuente del
condicional. El condicional es una tautologia si y sélo si ese argu-
mento es valido. Luego, un condicional se demuestra que es tauto-
légico deduciendo su consecuente de su antecedente por medio de
una secuencia de argumentos vilidos elementales. Asi, el enunciado
(A-B) D A se demuestra que es tautolégico por la misma secuen-
cia de renglones que demuestra la validez del argumento

A-B

LA
Se ha dicho antes que el método condicional puede usarse repetida-
mente en una demostracién. Asi, el enunciado condicional.

(Q2R)D[(PD Q)2 (PO R)
se demuestra tautolégico como sigue:

1. QDR / .(PDQ)D(PDR) (CP)
2. P>Q /. .PDR (C.P)
3. POR 2,1, H.S.
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Para ciertos enunciados condicionales complicados, este método de
demostracién de ser tautolégicos es mds corto y mas facil que la
construccién de tablas de verdad.

Hay muchas tautologias que no son de forma condicional y a
éstas no es aplicable el método precedente. Pero toda tautologia
puede establecerse como tal por el método de demostracién indi-
recta. Aplicado a un argumento, el método indirecto de demostracién
de validez, éste procede agregando la negacién de su conclusién a
las premisas del argumento, y luego deduciendo una contradiccién
por una secuencia de argumentos vilidos elementales. Aplicado a
un enunciado, el método indirecto para demostrar que es una tauto-
' logia consiste en tomar su negacién como premisa y luego deducir
una contradiccién explicita por una secuencia de argumentos vali-
dos elementales. Asi, el enunciado Bv ~B se demuestra tautolégico
como sigue:

l. ~(Bv~B) /. .Bv~B (LP)
2, ~B+~~B 1, De M.

Decir que un enunciado es una tautologia es afirmar que su
verdad es incondicional, de modo que puede establecerse sin recu-
Imir a ningin otro enunciado como premisa. Otra forma de decirlo,
tal vez no muy susceptible de interpretarse mal, es afirmar la validez
del “argumento” que tiene al enunciado en cuestién como “conclu-
sién”, pero no tiene premisas. Si la “conclusién” es una tautologia,
entonces €l método de deduccién nos permite demostrar que el
“argumento” es valido aunque carece de premisas—usando ya sea
la regla de Demostracién Condicional o la regla de Demostracién
Indirecta—. Toda tautologia puede establecerse por el método de de-
duccién, aunque esta afirmacion no serd demostrada sino hasta el
final del Cap. 7.

EJERCICIOS

I. Verifique las sigulentes tautologias por el método de demostracién con-

dicional :

LPO(WQ@DP

2.[POQDR)]D[PDQ) D(PDR)

3.[PDQDR)]D[QD(PDR)

4. (PD Q) D (~Q D ~P)

*5. ~~PD P

6. PO ~~P

T.(ADBD[BDC)D(ADCQ)
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8. (ADB(ADC)D[AD(BVvC)]
9. [(ADB){ADC)D[AD(BC)
*10. (A D B) D [A D (A*B)]
11. (A D B) D [(~A D B) D B}
12. (A D B) D [(A+C) D (B-C)]
13. [(A D B) D B] D (AvB)
14. (B2 C) D [(AvB) D (Cv A)]
*15. [A D (B-C)] D {[B D (D*E)] D (A D D)}
16. (AvB)DC] D {[(CvD)DE]D(ADE)}
17. {ADB)DA] DA
18. PO (P-P)
19. (P-Q)D P
20. (PD Q) D [~(Q"R) D ~(R-P)]
Il. Con el método de demostracién indirecta verifique que las siguientes son
tautologias:
*1. (AD B)v(A D ~B)
2. (A DB)v(~A D B)
3. (ADBV(BDA)
4. (ADB)v(BDC()
*5. {AD B)v(~A D C)
6. Av(A D B)
7. P= ~~P
8. A=[A-(AvB)]
9. A={Av(A-B)]
10. ~[(A D ~A)-{~A D A)]

3.8. La Regla de Demostracion Condicional Reforzada

En las secciones precedentes se aplicé el método de Demostracién
Condicional solamente a los argumentos que tuvieran conclusiones
en forma condicional. Pero en el capitulo siguiente ser4 conveniente
usar algo como el método de Demostracién Condicional para argu-
mentos cuyas conclusiones no son enunciados condicionales expli-
citos, Para lograr este propésito reforzamos nuestra regla de Demos-
tracién Condicional dindole asi una méas amplia aplicabilidad.

Para formular nuestra regla de Demostracién Condicional refor-
zada es Ut adoptar un nuevo método de escritura de las demostra-
ciones que utilizan el Método Condicional. Como se explicé en la
Sec. 3.5, hemos usado el método de Demostracién Condicional para
establecer la validez de un argumento que tuviese un condicional
como conclusién, agregando el antecedente de ese condicional a
las premisas del argumento como un supuesto, y luego deduciendo
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el consecuente del condicional. La notacién en la Sec. 3.5 involu-
craba el uso de una linea diagonal y un signo por lo tanto extra,
como al demostrar la validez del argumento

ADB
.AD(A-B)

por la siguiente demostracién de cuatro renglones:

1. ADB /. .AD(A'B)

2. A /. .AB  (C.P)
3. B 1,2, MP.

4 A-B 2, 3, Conj.

Los siguientes cinco renglones constituyen una Demostracién Con-
dicional de validez para el mismo argumento en la nueva notacién:

1. ADB /. .AD(A'B)

2. A supuesto
3. B 1,2, MP
4. A‘B 2, 3, Conj.

5. AD(A-B) 2-4,C.P.

Aqui el quinto renglén se infiere, no de uno ni de dos de los ren-
glones precedentes, sino de la secuencia de los renglones 2, 3 y
4, que constituyen una deduccién vilida del renglén 4 a partir de
los renglones 1 y 2. En el renglén 5 inferimos la validez del ar-

gumento

ADB
LA D(A-B)

a partir de la validez demostrada del argumento

ADB

A

..A'B
Esa inferencia “se justifica” notando la secuencia de renglones a
los que se recurre, y usando las letras “C.P.” para mostrar que se
estd usando el principio de Demostracién Condicional.

En la segunda de las demostraciones precedentes, en el renglén
2 —la hipétesis— tiene a los renglones 3 y 4 como dependientes.
El renglén 5, sin embargo, no depende del renglén 2, sino solamente
del renglén 1. El renglén 5 est4, por lo tanto, fuera o fuera del al-
cance del supuesto que se hace como renglén 2. Cuando se hace un
supuesto en una Demostracién Condicional de validez, siempre se
limita su “alcance”, nunca extendiéndolo hasta el WGltimo renglén
de la demostracién.
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Ahora se introduce una notacién que es muy util para seguir
la pista de los supuestos y de sus alcances. Con este propgsito se
usa una flecha doblada, cuya punta se encuentra a la izquierda del
supuesto y cuya linea se hace correr a todo lo largo de los renglones
que estin dentro del alcance del supuesto doblando la linea hacia
dentro para indicar el final del alcance de ese supuesto. El alcance
del supuesto de la demostracién precedente se indica entonces como
sigue:

1. ADB /' .AD(A*B)
2. A supuesto
3. B 1,2, M.P.

4. A-B 2, 3, Conj.

5. AD(A-B) 2-4,CP.

Debe observarse que solamente un renglén inferido por el principio
de Demostracién Condicional termina el alcance de un supuesto, y
que todo uso de la regla de Demostracién Condicional sirve para
terminar el alcance de un supuesto. Cuando se ha terminado el al-
cance de un supuesto se dice que este supuesto ha sido liberado y
ningin renglén subsecuente podra justificarse con referencia al su-
puesto o con referencia a ningiin renglén que se encuentre entre el
mismo y el renglén inferido por la regla de Demostracién Condicional
que lo libera. Tan sélo los renglones que se encuentren entre un
supuesto de alcance limitado y el renglén que lo libera pueden justifi
carse con referencia a este supuesto. Después de haber liberado un
supuesto de alcance limitado puede hacerse otro supuesto semejante
y liberirsele después. O también puede hacerse otro supuesto de al-
cance limitado dentro del alcance del primero. Los alcances de
supuestos diferentes pueden seguir el uno al otro o estar uno de ellos
enteramente contenido en el otro,

Si el alcance de un supuesto no se extiende hasta el final de
una demostracién, entonces el renglén final de la demostracién no
depende de ese supuesto, sino que se ha demostrado que se sigue
de las premisas originales solamente. En consecuencia, no necesi-
tamos restringirnos a la utilizacién de supuestos que s6lo sean ante-
cedentes de conclusiones condicionales, Cualquier proposicién puede
tomarse como supuesto de alcance limitado, pues el renglén final
que es la conclusién estard siempre mas alld de su alcance y serd
independiente del mismo.

Una demostracion mdis compleja que involucra dos supuestos
es la que damos a continuacién (incidentalmente cuando usamos
nuestra notacién de flecha doblada, no es necesario escribir la pa-
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labra “supuesto”, ya que cada supuesto esti suficientemente iden-
tificado como tal por la punta de flecha que se halla a su izquierda):

L (AvB)D[(CYD)DE] /".AD(C-D)> E]
A

’——>2.
3. AvB 2, Ad.
4. (CvD)DE 1,3, M.P
5. C-D
6. C 5, Simp.
7. CvD 6, Ad.
8 E 4,7, M.P.
| 9. (C-D)DE 5-8, C.P.
10. AD[(C-D)> E] 2-9, CP,

En esta demostracién, los renglones 2 al 9 estin dentro del alcance
del primer supuesto, mientras que los renglones 5, 6, 7 y 8 estin
dentro del alcance del segundo supuesto. De estos ejemplos clara-
mente se ve que el alcance del supuesto « en una demostracién
consiste en todos los renglones « hasta ¢, donde el renglén que sigue
a ¢ es de la forma « D ¢ y est4 inferido por C.P. de dicha secuencia
de renglones. En la demostracién precedente, el segundo supuesto
esti dentro del alcance del primero, porque esti entre el primer
Supuesto y el renglén 10 que es inferido por C.P. a partir de la
secuencia de los renglones 2 al 9.

Cuando usamos este nuevo método de escritura de una Demos-
tracién Condicional de validez el alcance de cada premisa original se
extiende hasta el final de la demostracién. Las premisas originales
pueden complementarse agregando supuestos adicionales siempre que
los alcances de estos dltimos sean limitados Y no se extiendan hasta
el final de la demostracién. Cada renglén de una demostracién for-
mal de validez debe ser o una premisa o un supuesto de alcance
limitado, o debe seguirse vilidamente a partir de uno o dos renglones
precedentes por una regla de inferencia, o debe seguirse de una
secuencia de renglones que le preceda por el principio de Demos-
tracién Condicional.

Debe observarse que el principio reforzado de Demostracién Con-
dicional incluye el método de Demostracién Indirecta COmo caso
especial. Ya que cualquier supuesto de alcance limitado puede hacer-
s¢ en una Demostracién Condicional de validez, podemos tomar
como supuesto la negacién de la conclusién del argumento. Después
de obtener una contradiccién, se puede continuar por la contradic-
cién hasta obtener la conclusién deseada por el Silogismo Disyun-
tivo y por la Adicién. Una vez que se ha hecho esto, podemos usar
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la regla de Demostracién Condicional para terminar el alcance de
ese supuesto y obtener un condicional cuyo consecuente sea la
conclusién del argumento y cuyo antecedente sea la negacién de
esa conclusién. Y de un condicional semejante se seguird la conclu-
sién del argumento por Implicacién, Doble Negacién y Tautologia.

De aqui en adelante nos referiremos a la regla de Demostracién
Condicional reforzada simplemente como la regla de Demos-
tracién Condicional.

EJERCICIOS

Utilice el método de demostracién condicional reforzado para demostrar
la validez de los siguientes argumentos.

‘I.LADB 4. Qv(RDYS)
BD[(CD ~~C)D D] [RD(R'S) D(TvU)
S.ADD (TDO2QUDV)
S.QvV
2. (EVF)D G 5 (WD (~X-~Y)]'[Z D ~(X VY]]
HD (] (~A D W){(~BD Z)
JEDGHDI (ADX)(BDY)
S X=Y
3. (KDL)(MDN) 6. (CvD)D(EDF)
(LvN) D {[0D(OvP)] D (K-M)) [ED(EF)]DC
SK=M G D [(~Hv ~~H) D (C*H)]
S.C=G6

3.9. Técnica Abreviada de Tabla de Verdad—Meétodo
de Reduccion al Absurdo

Hay todavia otro método de probar la validez de los argumentos
y de clasificar los enunciados en tautoldgicos, contradictorios o con-
tingentes. En la seccién precedente sefialamos que un argumento es
invalido si y sélo si es posible asignar valores de verdad a sus
enunciados simples componentes de forma tal que las premisas
se hagan verdaderas y la conclusién falsa. Es imposible hacer tales
asignaciones de valores de verdad en el caso en que €l argumento
sea valido. Por tanto, para demostrar que un argumento es vdlido
es suficiente demostrar que no se pueden asignar valores de esa
manera. Lo hacemos mostrando que sus premisas pueden hacerse
verdaderas al tiempo que su conclusién falsa solamente dando
valores de verdad de manera inconsistente, de modo que algin
enunciado componente tiene asignados ambos valores, T y F. En
otras palabras, si el valor T se asigna a cada premisa y el valor F
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a la conclusién de un argumento vilido, esto requerird que se asigne
tanto T como F a algin enunciado componente, lo que desde luego
es una contradiccién.

Asi, para demostrar la validez del argumento
(AvB) D (C-D)
(DVE)D F
.ADF

asignamos T a cada premisa y F a la conclusién, Asignar F a la
conclusion requiere que se asigne T a A y F se asigne a F. Como se
ha asignado T a A, el antecedente de la primera premisa es verda-
dero, y como la premisa tiene asignado T, su consecuente debe tam-
bién tener el valor verdadero, lo que implica que T se asigne tanto
a C como a D. Como D tiene el valor T, el antecedente de la segunda
premisa es verdadero, y como la premisa tiene asignado el valor T,
también su consecuente debe tener el valor verdadero luego F debe
tener el valor T. Pero ya nos hemos visto obligados a asignar el valor
F a F para hacer la conclusién falsa. Por lo tanto, el argumento es
invélido sélo si el enunciado F es verdadero y es falso, cosa imposible.
Este método de demostrar la validez de un argumento es una versién
de la técnica de reduccidn al absurdo, que utiliza asignaciones de
valores de verdad y no Reglas de Inferencia.

Es ficil extender el uso de este método a la clasificacién de
enunciados (y formas sentenciales). Asi, para certificar que la ley
de Peirce [(p D q) D p] Dp es una tautologia, asignamos a la
misma el valor F, que requiere asignar T a su antecedente [(p D q)
D p] y F a su consecuente p. Para que el condicional [(p D q) D p]
sea verdadero siendo su consecuente p falso, su antecedente (p D q)
debe tener asignado el valor de verdad F también. Pero para que el
condicional p O g sea falso, su antecedente p debe tener asignado
el valor T y su consecuente g asignado F. Sin embargo, ya nos vimos
obligados previamente a asignar F a p, de modo que suponiendo
falsa la ley de Peirce se llega a una contradiccion, lo que demuestra
que es una tautologia.

Si es posible asignar consistentemente valores de verdad a sus
componentes sobre el supuesto de que es falsa, la expresion en
cuestion no es una tautologia, sino que o es una contradiccién o una
contingencia. En tal caso intentamos asignar valores de verdad
que la hagan verdadera. Si esto conduce a una contradiccién la ex-
presién no puede ser verdadera y debe ser una contradiccién. Pero
si se pueden asignar valores de verdad para hacerla verdadera y
otros valores para hacerla falsa, entonces no es ni una tautologia
ni una contradiccién, sino que es contingente,
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El método de reduccidén al absurdo de asignar valores de verdad es
con mucho el mas facil y mas rapido de los métodos de prueba de
argumentos y clasificacién de enunciados. Sin embargo, su aplicacion
es mais o menos facil, dependiendo del caso. Si se asigna F a una
disyuncién, debe asignarse F a ambos disyuntos, y cuando se asigne
T a una conjuncién habra que dar el valor T a cada uno de los enun-
ciados conyuntos. Aqui la secuencia de asignaciones es forzada. Pero
donde haya que asignar T a una disyuncién o F a una conjuncion,
esta asignacién no determina por si misma cudl de los disyuntos es
verdadero o cudl de los conyuntos es falso. Aqui tendriamos que
experimentar y hacer varias “asignaciones de prueba”, lo que reduce
la ventaja del método para casos tales. A pesar de estas ¢omplita-
ciones, sin embargo, en la gran mayoria de los casos el método de
reduccién al absurdo es superior a cualquier otro método conocido.

EJERCICIOS

1. Use el método de reduccién al absurdo de asignacién de valores de verdad
para decidir la validez o la invalidez de las formas de argumentos de los
ejercicios de las Pigs. 40 a 43.

2. Use el método de reduccion al absurdo de asignar valores de verdad para
establecer que los enunciados de los Ejercicios I y II de las Pags. 79-80 son
tautologias.

3. Use el método de reduccién al absurdo de asignacién de valores de ver-
dad para clasificar las formas sentenciales del Ejercicio I, de la Pag. 47,
como tautolégicas, contradictorias o contingentes




Funciones Proposicionales
v Cuantificadores

4.1. Proposiciones Singulares y Proposiciones Generales

Las técnicas légicas hasta aqui desarrolladas sélo se aplican a
los argumentos cuya validez depende de la manera en que se com-
binan los enunciados simples en enunciados compuestos funcién
de verdad. Esas técnicas no son aplicables a argumentos tales como:

Todos los humanos son mortales.
Sécrates es humano,
Por lo tanto, Sécrates es mortal.

La validez de un tal argumento depende de la estructura légica in-
terna de los enunciados no compuestos que contiene. Para evaluar
tales argumentos debemos desarrollar métodos de anilisis de enun-
clados no compuestos y desarrollar una simbologia para sus
estructuras internas.

La segunda premisa del argumento que precede es una propo-
sicion singular; afirma que el individuo Sécrates tiene el atributo
de ser humano. “Sécrates” es llamado el término sujeto y “huma-
no”, el término predicado. Cualquier proposicién singular (afirma-
tiva) asegura que el individuo al que se refiere el término sujeto
tiene el atributo que designa su término predicado. Consideramos
individuos no sélo a las personas, sino también a cualesquier co-
sas: animales, ciudades, naciones, planetas o estrellas de los cuales
pueden significativamente predicarse atributos. Los atributos no sélo
son designados por los adjetivos, sino también por nombres o ad-
verbios y aun por verbos; asi “Elena es un encanto” y “Elena encanta”
tienen el mismo significado que también puede expresarse como:
“Elena es encantadora”.

En las proposiciones singulares, como simbolos para denotar los
individuos usamos las minasculas “g” hasta “w”, tomando, usual-
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mente, la primera letra del nombre de un individuo para denotar a
éste. Como estos simbolos denotan individuos, los llamamos cons-
tantes individuales. Para designar atributos usamos letras mayuscu-
las, siguiendo el mismo principio en su seleccién, Asf, en el contexto
del argumento precedente se denota Sécrates con s y simbolizamos los
atributos humano y mortal por medio de las letras mayusculas “H” ¥
“M”. Para expresar una proposicién singular en nuestro simbolismo
escribimos el sfmbolo de su término predicado a la izquierda del
simbolo para su término sujeto. De este modo simbolizamos “Sécrates
es humano” como “Hs” y “Socrates es mortal” como “Ms™.}

Examinando las formulaciones simbélicas de las proposiciones
singulares que tienen el mismo término predicado, observamos que
siguen un patrén comun. Las formulaciones simbélicas de las propo-
siciones singulares “Aristételes es humano”, “Boston es humano”,
“California es humana”, “Descartes es humano”, ..., que son “Ha”,
“Hb”, “Hc”, “Hd”, ..., cada una consiste en el simbolo de atributo
“H” seguido por una constante individual. Usamos el simbolo “Hx”
para simbolizar el patrén comin de todas las proposiciones singulares
que afirman qué individuos tienen el atributo humano. La minudscula
«“x” _llamada una variable individual— es meramente un sefialador
que sirve para indicar dénde puede escribirse una constante indi-
vidual para dar lugar a una proposicién singular. Las proposiciones
singulares “Ha”, “Hb", “He”, “Hd", ... 0 son verdaderas o son falsas;
pero “Hx”, no es verdadera ni es falsa pues no es una proposicién.
Expresiones tales como “Hx”, son denominadas “funciones propo-
sicionales” Estas se definen como expresiones que contienen varia-
bles individuales y se convierten en proposiciones cuando sus variables
individuales son reemplazadas por constantes individuales.* Toda
proposicién singular puede considerarse como una instancia de sus-
titucién de la funcién proposicional de la que resulta por la sustitu-
cién de una constante individual para la variable individual en la
funcién proposicional, El proceso de obtener una proposicién a partir
de una funcién proposicional sustituyendo una constante por una
variable se llama “instanciacién”. Las proposiciones singulares nega-
tivas “Arist6teles no es humano” y “Boston no es humano”, que se
simbolizan como “~Ha” y “~Hb", resultan por instanciacién de la
funcién proposicional “~Hx” de la cual son instancias de sustitucion.
Vemos asf que en las funciones proposicionales se pueden presentar

1 Algunos l6gicos encierran las constantes individuales entre paréntesis, simbolizando
“Séerates es humano” comwo “H(s)”, pero no nos apegaremos a esta escritura en esta
obra.

2 Algunos autores definen las “funciomes proposicionales’””” como los significados de
expresiones tales, pero aquf las definimos como las expresiones mismas.
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otros simbolos ademés de los simbolos de atributos y las variables
individuales.

Las proposiciones generales tales como “Todo es mortal” y “Algo
es mortal” difieren de las proposiciones singulares en no contener
nombres de individuos. Sin embargo, también pueden considerarse
como resultantes de las funciones proposicionales, no por instancia-
cién, sino por el proceso llamado “generalizacién” o “cuantificacién”.
El primer ejemplo, “Todo es mortal”, puede expresarse de manera
alternativa como

Dada cualquier cosa individual, ésta es mortal.

Aqui el pronombre demostrativo ésta (o el pronombre relativo “ella”)
se refiere a la palabra “cosa” que le precede en el enunciado. Podemos
usar la variable individual “x” en lugar del pronombre “ela” y su
antecedente parafraseando la primera proposicién general como

Dado cualquier x,x es mortal.

Podemos usar entonces la notacién que ya hemos introducido para
reescribirlo, como

Dado cualquier x, Mx.

La frase “Dado cualquier x” es un “cuantificador universal” y se sim-
boliza como “(x)”. Usando este nuevo simbolo podemos simbolizar
completamente nuestra primera proposicién general como

(x)Mx

De manera semejante podemos parafrasear la segunda proposi-
cién general “Algo es mortal”, sucesivamente como
Existe cuando menos una cosa que es mortal.

Existe cuando menos una cosa tal que ésta es mortal.
Existe cuando menos un x tal que x es mortal.

y como
Existe cuando menos un x tal que Mx.

La frase “Existe cuando menos un x tal que” es un “cuantificador
existencial” y se simboliza como “(3x)”. Utilizando el nuevo simbolo
podemos simbolizar por completo nuestra segunda proposicién gene-
ral como

(Ix)Mx

Una proposiciéon general se obtiene de una funcién proposicional
poniendo o un cuantificador universal o un cuantificador existencial
antes de la misma. Es obvio que la cuantificacién universal de una
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funcién proposicional es verdadera si y sélo si todas sus instancias
de sustitucién son verdaderas, y que la cuantificacién existencial de
una funcién proposicional es verdadera si y sélo si tiene cuando
menos una instancia de sustitucién verdadera. Concediendo que hay
al menos un individuo, entonces toda funcién proposicional tiene al
menos una instancia de sustitucién (verdadera o falsa). Con esta hi-
pétesis, si la cuantificacion universal de una funcién proposicional es
verdadera, entonces su cuantificacion existencial también debe serlo.

Otra relacién entre la cuantificacién universal y la cuantificacién
existencial se muestra considerando dos proposiciones generales adi-
cionales “Algo no es mortal” y “Nada es mortal”, que son las nega-
ciones respectivas de las dos proposiciones generales primeramente
consideradas. “Algo no es mortal” se simboliza como “(3x)~Mx" y
“Nada es mortal” como “(x)~Mx”. Estas muestran que la negacién
de la cuantificacién universal (existencial) de una funcién propo-
sicional es légicamente equivalente a la cuantificacién existencial
(universal) de la nueva funcién proposicional que resulta al poner
un simbolo de negacién frente a la primera funcién proposicional.
Usando la letra griega & para representar cualquier simbolo de
atributo, los enlaces generales entre la cuantificacién universal y la

existencial pueden describirse en términos del siguiente diagrama
cuadrado:
(x) Ox Contrarias (x) ~ ®x
0 o
L
% oL
&
<
& %
s
(3x) bx Subcontrarias (3x) ~ Bx

Suponiendo la existencia de al menos un individuo: podemos decir
que las dos proposiciones de arriba son contrarias, esto es, que ambas
pueden ser falsas, pero no pueden ser ambas verdaderas; las dos
proposiciones de la parte baja son subcontrarias, es decir, que pueden
ser ambas verdaderas, pero no pueden ambas ser falsas; las propo-
siciones que estin en los extremos de las diagonales son contradicto-
rias, una de las cuales debe ser verdadera y la otra falsa; y final-
mente, de cada lado, la verdad de la proposicion més baja es

implicada por la verdad de la proposici6n situada directamente
arriba de ella.
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La légica tradicional hacfa énfasis en los cuatro tipos de propo-
siciones sujeto-predicado ilustrados por las siguientes:

Todos los humanos son mortales.
Ningiin humano es mortal.
Algunos humanos son mortales.
Algunos humanos no son mortales.

Estas se clasificaban respectivamente como “afirmativa universal”,
‘negativa universal”, “afirmativa particular”, Y “negativa particular”,
y sus tipos se abreviaban como “A~, “E”, “I’, “0”. (Los nombres de
las letras se presume que provienen del latin “Afflrmo” y, “nEg0, que
significan yo afirmo y yo niego.) Estas 4 formas especiales de propo-
siciones sujeto-predicado ficilmente se simbolizan por medio de las
funciones proposicionales y los cuantificadores.® El primero de ellos,
la proposicién A puede sucesivamente parafrasearse como

Dada cualquier cosa individual, si ésta es humana entonces ésta es mortal.
Dado cualquier x, si x es humano entonces x es mortal.
Dado cualquier x, x es humano D x es mortal,

que finalmente se simboliza como
(x[Hx D Mx]

Nuestra formulacién simbélica de 1a proposicién A es la cuantifica-
cién universal de la funcién proposicional compleja “Hx D Mx”,
cuyas instancias de sustitucién no son proposiciones singulares sino
condicionales cuyos antecedentes Yy consecuentes son proposiciones
singulares que tienen los mismos términos sujeto. Entre las instan-
cias de sustitucién de la funcién proposicional “Hx O Mx” estin los
condicionales “Ha D> Ma”, “Hb > Mpb”, “Hc D Mc” y asi sucesiva-
mente. Al simbolizar una proposicién A, los corchetes sirven de
puntuacién para indicar que el cuantificador universal “(x)” se aplica
a, o tiene dentro de su alcance, la totalidad de la funcién proposi-
cional compleja “Hx D> Mx”. La nocién de alcance de un cuantificador
es muy importante, pues las diferencias en alcance corresponden a
diferencias en significado. La expresion “(x)[Hx D Mx]” es una
proposicién que afirma que todas las instancias de sustitucién de
la funcién proposicional “Hx O Mx” son verdaderas. Por otro lado, la
expresion “(x)Hx O Mx” es una funcién proposicional cuyas instan-
cias de sustitucién son “(x)Hx D Ma”, “(x)Hx D> Mb”, “(x)Hx D
Mc”, etc.t

? En el Apéndice B se presenta un método alternativo de simbolizarlos.

¢ Para los cuantificadores (universal y existencial) se convendrd lo establecido para
s negacién a principios de Ia Pig. 27, Cap. 2: un cuantificador se aplica a, o tiene
como alcance, la mis pequeiia de las compomentes que la puntuacién permita.
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La proposicién de tipo E “Ningtin humano es mortal”, puede para-
frasearse sucesivamente como
Dada cualquier cosa individual, si ésta es humana entonces no es mortal

Dado cualquier x, si x es humano entonces x no es mortal.
Dado cualquier x, x es humano D x no es mortal.

si se simboliza después como

(x)[Hx D ~Mx]

De manera semejante, la proposicién de tipo I “Algunos humanos
son mortales”, se puede parafrasear como

Existe cuando menos una cosa que es humana y mortal.

Existe cuando menos una cosa tal que ésta es humana y ésta es mortal.
Existe cuando menos un % tal que x es humano y x es mortal.

Existe cuando menos un x tal que x es humano 'x es mortal.

y se le simboliza completamente como

(3)[Hx- Mx]

Finalmente, la proposiciéon de tipo O “Algunos humanos no son mor-
tales” viene a ser

Existe cuando menos una cosa que es humana, pero no mortal.
Existe cuando menos una cosa tal que ésta es humana y ésta no es mortal.
Existe cuando menos una x tal que x es humano y x no es mortal.

y entonces se simboliza como la cuantificacién existencial de una
funcién compleja

(3x)[Hx+ ~Mx]

Usando las letras griegas fi® y psi ¥ para representar cualesquier
simbolos de atributo, las cuatro proposiciones generales sujeto-pre-
dicado de la légica tradicional se pueden representar en un diagrama
cuadrado como

(x)(®xD slvx)A £ (x) (®x D ~Px)

4
% &
% o

@x) @x - gy’ 0 (3x) (@x » ~¥x)
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De éstas, 1a A y la O son contradictorias y también son contradicto-
rias la E y la 1. Pero ninguna de las otras relaciones discutidas en
conexion con el diagrama cuadrado que aparece en la Pig. 90 se da
entre las proposiciones tradicionales A, E, I y O, aun cuando se su-
ponga que hay un individuo en el universo, Si “®x” es una fun-
cion proposicional sin instancias de sustitucién verdaderas, entonces
sin atencién al atributo que simbolice “¥” las funciones proposi-
cionales “dx D ¥x” y “dx DO ~¥x” tienen solamente instancias de sus-
titucién verdaderas, pues todas sus instancias de .sustitucién son
enunciados condicionales con antecedentes falsos. En tales casos
las proposiciones A y E que son las cuantificaciones universales
de estas funciones proposicionales complejas son verdaderas, de
modo que las proposiciones A y E no son proposiciones contrarias.
Nuevamente, sea “®x” una funcién proposicional sin instancia de
sustitucién verdadera, entonces, independientemente de lo que “¥x”
pueda significar, las funciones proposicionales “@x - ¥x” y “®x - ~¥x”
tienen sb6lo instancias de sustitucién falsas, pues sus instancias de
sustitucién son conjunciones cuyos primeros enunciados conyuntos
son falsos. En tales casos las proposiciones Iy O que son las cuan-
tificaciones existenciales de estas funciones proposicionales com-
plejas son falsas, de modo que I y O son proposiciones no subcon-
trarias. En tales casos, entonces, ya que las proposiciones A y E
son verdaderas y las proposiciones I y O son falsas, la verdad de una
universal no implica la verdad de la particular correspondiente;
ho hay relacién de implicacién entre ellas.

Si hacemos el supuesto de que hay cuando menos un individuo,
entonces “(x)[®x D ¥x]” implica “(3x)[#x D ¥x]”. Pero la dltima
mo es una proposicién I. Una proposicién I de la forma “Algunos
® son ¥ se simboliza como “(3x)[dx - ¥x]” que afirma que hay
cuando menos una cosa que tiene el atributo @ y el atributo ¥. Pero
la propesicién “(3x)[®x D ¥x]” afirma que hay cuando menos un
objeto que o tiene el atributo ¥ o no tiene el atributo & que es una
afirmacién muy diferente y mucho méis débil.

Las cuatro formas tradicionales sujeto-predicado A, E, I y O
no son las {nicas formas de proposiciones generales. Hay otras que
involucran la cuantificacién de funciones proposicionales mis com-
plicadas. Asf la proposicién general “Todos los miembros son padres
0 maestros™ que no significa lo mismo que “Todos los miembros son
padres o todos los miembros son maestros”, se simboliza como
“(x)[Mx D (Px v Tx)]". Y la proposicién general “Algunos Senadores
son o desleales o0 mal aconsejados”, se simboliza como “(3x)[Sx-
(Dx v Mx)]”. Debe observarse que una proposicién tal como “Las
manzanas y los plitanos son nutritivos® puede simbolizarse como
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la conjuncién de dos proposiciones de tipo A, “{(x)[Ax D Nx} -
{(x)[Bx D Nx]}”, o como una proposicién general no compuesta
“(x)[(Ax v Bx) D Nx]”. Pero no debiera simbolizarse como “(x){(Ax -
Bx) D Nx|”, pues decir que las manzanas y los platanos son nutri-
tivos es decir que cualquier cosa que es 0 una manzana o un plitano
es nutritiva y no es decir que cualquier cosa que es manzana y pla-
tano (sin importar lo que pudiera ser esto) es nutritiva. Hay que
recalcar que no hay reglas para traducir los enunciados del lenguaje
ordinario inglés o espafiol a nuestra notacién légica. En cada caso
hay que comprender el significado de la oracién en espafiol para
reexpresarla en términos de funciones proposicionales y cuantifi-
cadores.

EJERCICIOS

1. Traducir cada una de las siguientes oraciones a la notacién légica de las
funciones proposicionales y los cuantificadores, usando en cada caso
abreviaciones que se sugieren de modo que cada forma comience con un
cuantificador y no con un simbolo de negacién:

*1. Las serpientes son reptiles. (Sx: x es una serpiente. Rx: x es un
reptil.)

2. Las serpientes no son todas venenosas. (Sx: x es una serpiente. Vx:
x €S venenosa.)

3. Los nifios estin presentes. (Nx: x es un nifio. Px: x estid presente.)

4. Los ejecutivos todos tienen secretarias. (Ex: x es un ejecutivo. Sx:
x tiene una secretaria.)

*5. Sélo los ejecutivos tienen secretarias. (Ex: x es un ejecutivo. Sx: x
tiene una secretaria.)

6. S6lo los propietarios pueden votar en las elecciones municipales
especiales. (Px: x es un propietario. Vx: x puede votar en las elec-
ciones municipales especiales.)

7. Los empleados sélo podrin utilizar el ascensor de servicio. (Ux: x
es un ascensor que los empleados podridn utilizar. Ax: x es un as-
censor de servicio.)

8. Sélo los empleados podran utilizar el ascensor de servicio. (Ex: x es
un empleado. Ux: x puede utilizar el ascensor de servicio.)

9. No todo lo que brilla es oro. (Bx: x brilla. Ox: x es oro.)

*10. Nadie sino los valientes merecen a la bella. (Bx: x es valiente. Dx:
x merece a la bella.)

11. No todos los visitantes se quedaron a cenar. (Vx: x es un visitante.
Qx: x se quedd a cenar.)

12. Ningin visitante se qued6 a cenar. (Vx: x es un visitante. Qx: x
se quedd a cenar.)

13. Nada en la casa escapb a la destruccién. (Cx: x estaba en la casa.
Ex: x escapé a la destruccién.)

14. Algunos estudiantes son inteligentes y trabajadores. (Ex: x es un
estudiante. Ix: x es inteligente. Tx: x es trabajador.)




*15.

16.

17.
18.

19.

*20.

21.

22.

23.

24.

*25.
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26.
27.
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29,
*30.
31.
32.
a3.
A.
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Ningiin abrigo es impermeable a menos que haya sido especialmente
tratado. (Cx: x es un abrigo. Wx: x es impermeable. Sx: x ha sido
especialmente tratado.)

Algunos medicamentos son peligrosos sélo si se toman en cantidades
excesivas. (Mx: x es un medicamento. Px: x es peligroso, Ex: =x
§e toma en cantidades excesivas.)

Todas las frutas y las verduras son sanas Yy nutritivas. (Fx: x es una
fruta. Vx: x es una verdura Sx: x es sana. Nx: x es nutritiva,
Cada cosa placentera es o inmoral, o ilegal, o engorda. (Px: x es
placentera. Mx: x es moral. Lx: x es legal. Ex: x engorda.)

Un profesor es un huen conferencista si y s6lo si esta bien informado
Y es entretenido. (Px: x es un profesor. Cx: x es un buen conferen-
cista: Bx: x estid hien informado. Ex: x es entretenido, )

Sélo los policias y los bomberos son independientes y mal pagados.
(Px: x es un policfa. Fx: x es un bombero. Ix: x es indispensable.
Ux: x es mal pagado.)

No todo actor famoso tiene talento. (Ax: x es un actor. Fx: x es
famoso. Tx: x tiene talento.)

Cualquier chica es atractiva si es bien arreglada y de buen gusto.
Cx: x es una chica. Ax: x es atractiva, Bx: x es bien arreglada.
Gx: x es de buen gusto.)

No es verdad que todo reloj dari la hora correcta si y sblo si se
le da cuerda con regularidad Y no se le maltrata, (Bx: x es un
reloj. Dx: x da la hora correcta. Cx: x se le da cuerda con regula-
ridad. Mx: x es maltratado.)

No toda persona que habla mucho tiene mucho que decir. (Px: x
€s una persona. Hx: x habla mucho. Tx: x tiene mucho que decir.)
Ningin automévil que tenga mis de diez afios sers reParado si esti
seriamente dafiado. (Ax: x es un automévil. Ox: x tiene més de
diez afios. Rx: x serd reparado. Dx: x esti seriamente dafiado.)

simbolizar las siguientes, usar las abreviaciones: Cx: x es un caballo.
es docil. Ex: x esti bien entrenado.

Algunos caballos son déciles y estin bien entrenados.
Algunos caballos son déciles sélo si estin bien entrenados.
Algunos caballos son déciles si estdn bien entrenados,
Cualquier caballo que esti bien entrenado es déeil.
Cualquier caballo que es manso esti bien entrenado.
Ningin caballo es manso a menos que esté blen entrenado.
Cualquier caballo es manso si esti bien entrenado.
Cualquier caballo esti bien entrenado si es décil.

Cualquier caballo es décil si y s6lo si estd bien entrenado.
. Los caballos déciles estin bien entrenados.

II. Simbolizar las siguientes proposiciones usando funciones proposicionales
Yy cuantificadores.

*1
2
3
4

. Bienaventurado el que se preocupa por el necesitado. (Salmo 41:1)
- Es parco en palabras quien tlene la Sabidurfa. (Proverbios 17:27)

- El que halla mujer encuentra la ventura. (Proverbios 18:22)

. El que de prisa se enriquece no lo hari sin culpa. (Proverblos 28:20)

*5. Se sentard cada uno bajo su parra vy bajo su higuera. (Miqueas 4:4)
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6. Aquel que aumenta su saber, aumenta su dolor. (Eclesiastés 1:18)

7. Nada hay secreto que no haya de conocerse y salir a la luz. (San
Lucas 8:17)

8. El sefior a quien ama, le reprende. (Hebreos 12:6)

9. En el camino hay un chacal; un leén en la plaza. (Proverbios 26:13)

10. E1 que aborrece se enmascara con los labios; pero dentro lleva la
traicién. (Proverbios 26:24)

4.2. Demostracion de Validez: Reglas Preliminares
de Cuantificacion

Para construir demostraciones de validez para argumentos sim-
bolizados por medio de cuantificadores y funciones proposicionales
debemos aumentar nuestra lista de Reglas de Inferencia. Agrega-
remos cuatro reglas que regulan la cuantificacién, dando en esta
seccién una versién sobresimplificada de las mismas, y una formu-
lacién més adecuada en la Sec. 4.5.

1. Instanciacién Universal (Versién Preliminar). Como la cuan-
tificacién universal de una funcién proporcional es verdadera si y
solo si todas las instancias de sustitucién de esa funcién proposi-
cional son verdaderas, podemos agregar a nuestra lista de Reglas de
Inferencia el principio de que toda instancia de sustitucién de una
funcién proposicional puede inferirse védlidamente de su cuantifi-
cacién universal. Esta regla podemos expresarla simbélicamente
como

(x)®x
RN 7%

(donde v es cualquier simbolo individual)

Como esta regla permite que instancias de sustitucién sean inferidas
de cuantificaciones universales, nos referiremos a ella como “el prin-
cipio de Instanciacién Universal” y lo abreviaremos como “UI’.* Agre-
gar UI nos permite dar una demostracién formal de validez para
el argumento “Todos los humanos son mortales; S6crates es huma-
no; luego Sécrates es Mortal”

1. (x)[Hx D Mx]

2. Hs /. . Ms

3. HsDOMs 1,UI

4, Ms 3,2, M.P.

2. Generalizacién Universal (Versién Preliminar). Nuestra siguien-
te regla puede explicarse por analogfa con lo que se hace en mate-
maticas a un nivel razonablemente estdndar. Un geémetra puede

" Esta regla y las tres siguientes son vaniantes de reglas para la “deduccién natural”
establecidas independientemente por Gerhard Gentzen y Stanislaw Jadkowski en 1934.
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iniciar una demostracién diciendo, “Sea ABC un triangulo arbitra-
riamente elegido”. Después, puede proseguir demostrando que
el triangulo tiene cierto atributo especificado, y concluye que todos los
tridngulos tienen ese atributo especificado. Ahora bien, ¢cémo se
justifica su conclusion final? ¢Por qué de que el triangulo ABC
tenga un atributo especificado se sigue que todos los tridngulos lo ten-
gan? La respuesta es que si de ABC no se supone otra cosa que su
triangularidad, entonces la expresién “ABC” puede tomarse como
denotando cualquier triangulo. Y si el argumento ha establecido que
cualquier tridngulo debe tener el atributo en cuestién, entonces se
sigue que todos los tridngulos lo tienen. Ahora se introduce una
notacién semejante a la que usa el gedmetra al referirse a “un trian-
gulo arbitrariamente elegido”. La todavia no usada mindscula “y"
se utilizari para denotar cualquier individuo arbitrariamente elegido.
Convenida esta usanza, la expresién “®y” es una instancia de sus-
titucion de la funcién proposicional “®éx” y asegura que cualquier
individuo arbitrariamente elegido tiene la propiedad ¢. Es claro que
“®y” se sigue con validez de “(x)®x” por Ul puesto que lo que es
verdad de todos los individuos es verdad de cualquier individuo ar-
bitrariamente elegido. La inferencia es de igual forma vilida en la
otra direccién pues lo que es verdad de cualquier individuo arbitra-
riamente elegido debe serlo de todos los individuos. Aumentamos
nuestra lista de Reglas de Inferencia nuevamente agregando el prin-
cipio de que la cuantificacién universal de una funcién proposicio-
nal puede vilidamente inferirse de su instancia de sustitucién con
respecto al simbolo “y”. Como esta regla permite la inferencia de
proposiciones generales que son cuantificaciones universales, nos
referimos a ella como el “principio de Generalizacién Universal”, y
la abreviamos como “UG”. Nuestra expresién simbdélica para esta se-
gunda regla de cuantificacién es

®y  (donde “y” denota cualquier individuo arbitraria-
.. (xy®x mente elegido)

Podemos usar la nueva notacién y la regla adicional UG para
construir una demostracién formal de validez para el argumento:
“Ningin mortal es perfecto; todos los humanos son mortales; por lo
tanto, ningin humano es perfecto”,

1. (x)[Mx D ~Px]

2. {(x)[Hx D Mx] /.".(x)[Hx D ~Px]
3. Hy D My 2, Ul

4. My D ~Py 1, UI

5. Hy D ~Py 3,4, HS.

6. (x)[Hx DO ~Px] 5, UG
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3. Generalizacién Existencial (Versién Preliminar).Como la cuan-
tificacién existencial de una funcién proposicional es verdadera si
y solo si esa funcién proposicional tiene al menos una instancia de
sustitucién, podemos agregar a nuestra lista de Reglas de Inferencia
el principio de que la cuantificacién existencial de una funcién
proposicional pueda véilidamente inferirse de cualquier instancia
de sustitucion de esa funcién proposicional. Esta regla permite la in-
ferencia de proposiciones generales existencialmente cuantificadas,
de modo que la denominamos el “principio de Generalizacién Exis-
tencial” y la abreviamos como “EG”. Su formulacién simbélica es

_L- (donde v es cualquier simbolo individual)
L (30)dx
4. Instanciacién Existencial (Version Preliminar). Se requiere

una regla de cuantificaciéon mais. La cuantificacién existencial
de una funcién proposicional afirma que existe al menos un individuo
tal que la sustitucién de su nombre por la variable “x” en esa fun-
ciébn proposicional dard una instancia de sustitucién verdadera de
la misma. Desde luego, podemos no saber nada mas respecto al
individuo. Pero podemos tomar cualquier constante individual que
no sea “y”, digamos “w”, que no haya aparecido anteriormente en
ese contexto y usarla para denotar el individuo o uno de los indivi-
duos cuya existencia ha sido afirmada por la cuantificacién exis-
tencial. Sabiendo que existe un tal individuo y habiendo convenido
en denotarlo con “w”, podemos inferir de la cuantificacién existen-
cial de una funcién proposicional, la instancia de sustitucién de esa
funcién proposicional con respecto al simbolo individual “w”, Agre-
gamos como nuestra regla de cuantificacién final, el principio que,
de la cuantificacién existencial de una funcién proposicional, vili-
damente podemos inferir la verdad de su instancia de sustitucién
con respecto a una constante individual que no tenga ocurrencias
previas en ese contexto. La nueva regla puede escribirse como

(3x)®x (donde v es una constante individual diferente de
. ®r “y”, que no aparece anteriormente en el contexto)

A éste se refiere como el “principio de Instanciacién Existencial” y
se le abrevia “EI”.

Utilizamos las dos reglas de cuantificacién tltimas en la cons-
truccién de una demostracién formal de validez para el argumento:
“Todos los perros son carnivoros; algunos animales son perros; por
lo tanto, algunos animales son carnfvoros”.

1. (x)[Dx D Cx]
2. (I[Ax-Dx] /.. (Ix)[Ax-Cx]
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3. Aw*Dw 2, EI

4. Dw D Cw 1, UI

5. Dw+Aw 3, Conm

6. Dw 5, Simp.

7. Cw 4,6, M.P.

8. Aw 3, Simp.

9. Aw'Cw 8, 7, Conj.
10.  (Ix)[Ax-Cx] 9, EG

Podemos mostrar la necesidad de la restriccién indicada en el
uso de EI considerando el argumento obviamente invalido: “Algu-
nos gatos son animales; algunos perros son animales; por lo tanto,
algunos gatos son perros”, Si ignoradsemos la restriccién hecha sobre
EI de que la instancia de sustituciéon inferida por la misma puede
contener sélo una constante individual que no habfa ocurrido en
el contexto previamente nos podriamos ver conducidos a construir
la “demostracién” siguiente:

1. (32)[Cx- Ax]

2. (Ax)[Dx-Ax] /.. (Ix)[Cx-Da]

3. Cw-Aw 1, EI

4. Duw-Aw 2, EI (incorrecto)
5 Cuw 3, Simp.

6. Dw 4, Simp.

7. Cw:Dw 5, 6, Conj.

8. (3x)[Cx-Dxa] 7, EG

Aqui el error esti en el renglén 4. La segunda premisa nos asegura
que hay al menos una cosa que es tanto un perro como un animal.
Pero no tenemos libertad de usar el simbolo “w” para denotar esa
cosa, pues “w” ya se ha usado para denotar una de las cosas que la
primera premisa asegura que son tanto un gato como un animal,
Para evitar errores de esta clase hay que obedecer la restricciéon in-
dicada en €l uso de IE. Debiera ser claro que siempre que usemos
ambos EI y UI en una demostracion para instanciar con respecto a
la misma constante individual debemos usar EI primero. (Se ha
sugerido que podriamos evitar la necesidad de usar EI antes que
UI cambiando la restriccién sobre EI a la siguiente “donde v es una
constante individual, diferente de “y” que no fue introducida en el
contexto por ningin uso previo de EI”. Pero aun ademas de que esa
formulacién presenta una circularidad aparente no impediria la
construccién errénea de una “demostracién formal de validez” para un
argumento invilido tal como “Algunos hombres son bien parecidos.
Sécrates es un hombre. Por lo tanto, Sécrates es bien parecido™.)
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Al igual que las primeras nueve Reglas de Inferencia presentadas
en la Sec. 3.1, las cuatro reglas de cuantificacién UI, UG, EG y El
pueden aplicarse sélo a renglones enteros de una demostracién.

Cualquier supuesto de alcance limitado puede hacerse en una
Demostracién Condicional de validez y en particular, tenemos l-
bertad para hacer un supuesto de la forma “®y”. Asi, el argumento
“Todos los estudiantes del primer afio y los del segundo afio estin
invitados y seran bienvenidos; por lo tanto, todos los estudiantes
del primer afio estin invitados” se demuestra que es valido con la
siguiente Demostraciéon Condicional:

1. (®[(FxvSx) D (Ix*Wx)] /.". (x)[Fx D Ix]

Fy

(Fy vSy) D (Iy-Wy) 1,UI
Fyv Sy 2, Ad.
ly- Wy 3,4, M.P.

© N|® oA o

Iy 5, Simp.
FyDly 2-6, C.P.
(x)[Fx D Ix] 7, UG

Se puede hacer mis de un supuesto de alcance limitado al demos-
trar la validez de argumentos que involucran cuantificadores, como
en la siguiente Demostraciéon Condicional:

1. (®[(Axv Bx) D (Cx-Dx)]
2. (x}{(CxvEx) D [(FxvGx) D Hx} /.".(x)[Ax D (Fx D Hx)]

3. (Ayv By) D (Cy*Dy) 1, U1
4. (CyvEy) D [(Fyv Gy) D Hy] 2, Ul
—> 5. Ay
6. Ayv By 5, Ad.
7. Cy-Dy 3,6, M.P.
8. Cy 7, Simp.
9. CyvEy 8, Ad.
10. (FyvGy) D Hy 4,9, M.P.
11. Fy
12. Fyv Gy 11, Ad.
13. Hy 10, 12, M.P.
14. Fy D Hy 11-13, CP.
15. Ay D (Fy D Hy) 5-14, C.P.
16. (x[Ax D (Fx D Hx)] 15, UG

EJERCICIOS

I. Construir demostraciones formales de validez para los sigulentes argu-
mentos, usando la regla de Demostracién Condicional en donde se desee:
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*1. (x}[Ax D Bx] *5. (0)[Kx D Lal
~Bt (D)[(Kx+Lx) DO Mx]
SL~At o (x)[Kx D Mx]
2. (x)[Cx D Dx] 6. (x)[Nx D Ox]
(x)[Ex D ~Dx]} (x)[Px D Ox]
O (x)[Ex D ~Cx] S (x)[{Nxv Px) D Ox]
3. (x)[Fx D> ~Gx] 7. (x)[Qx D Rx]
(Iz)[Hx- Gx) (3x)[Qx v Rx]
. (3x)[Hx* ~Fx] .. (3Ix)Rx
4. (x)[Ix D Jx] 8. (x)[Sx D (Tx D Ux)]
(3x)[Ix* ~Jx} (0)[Ux D (Vx-Whr)]
S0 [Jx D Ix] S (@)[Sx D (Tx O V)

9. (0){(Xx v ¥x) D (Zx* Ax)]
(®)[(Zx v Ax) D (Xx Yx)]
(0 Xx = Zx]
10. (x)[(Bx D Cx)+(Dx D Ex)]
(x)[(Cx v Dx) D {[Fx D (Gx D Fx)] D (Bx*Dx)}]
". (x)[Bx = Dx]

II. Construir demostraciones formales de validez para los siguientes argumen-
tos, usando la regla de Demostracién Condicional donde se quiera:

*1. Todos los atletas son musculosos. Carlos no es musculoso, por lo
tanto, Carlos no es un atleta. (Ax, Bx, c¢)

2. No se puede depender de los contratistas. Algunos contratistas son
ingenieros. Por lo tanto, no se puede depender de algunos ingenieros.
(Cx, Dx, Ex)

3. Todos los viclinistas son alegres. Algunos cazadores no son alegres.
Por lo tanto, algunos cazadores no son violinistas. (Vx, Ax, Cx)

4. No hay jueces idiotas. Kanter es un idiota. Por lo tanto, Kanter no
es un juez. (Jx, Ix, k)

*5. Todos los mentirosos son embusteros. Algunos mentirosos son perio-
distas. Por lo tanto, algunos periodistas son embusteros. (Lx, Mx, Nx)

8. No hay ostedpatas que sean pediatras. Algunos charlatanes son pe-
diatras. Por lo tanto, algunos charlatanes no son osteépatas. (Ox, Px,
Cx)

7. Sdlo los vendedores son detallistas, No todos los detallistas son via-
jeros. Por lo tanto, algunos vendedores mo son. viajeros. (Vx, Dx, Tx)

8. No hay uniformes no lavables. No hay terciopelos lavables. Por lo
tanto, no hay uniformes de terclopelo. (Ux, Lx, Tx)

9. Sélo los autoritarios son burécratas. Todos los autoritarios son intra-
tables. Por lo tanto, cualquier burScrata es intratable. (Ax, Bx, Ix)

*10. Los détiles son comestibles. Solamente los allmentos son comestibles.
Los alimentos son buenos. Por lo tanto, todos los détiles son buenos.
(Dx, Ex, Fx, Gx)

11. Todas las bailarinas son graciosas. Marfa es una estudiante. Maria es
bailarina. Luego algunas estudiantes son graclosas. (Bx, Gx, Ex, m)

12. Los tigres son feroces y peligrosos. Algunos tigres son bellos. Por lo
tanto, algunas cosas peligrosas son bellas. (Tx, Fx, Px, Bx)

13. Los platanos y las uvas son frutas. Las frutas y las verduras son nu-
tritlvas. Luego los pldtanos som nutritivos, (Px, Ux, Fx, Vx, Nx)
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14.

*15.

16.

17.

18.

19.

*20.

21,

24,

25.

Un comunista es un tonto o un bribén. Los tontos son ingenuos. No
todos los comunistas son ingenuos. Luego, algunos comunistas son
bribones. (Cx, Tx, Bx, Ix)

Todos los mayordomos y los camareros son obsequiosos y dignos. Luego
todos los mayordomos son dignos. (Bx, Vx, Ox, Dx)

Todas las casas de ladrillo son calientes y acogedoras. Todas las casas
de Englewood son de ladrillo. Luego todas las casas de Englewood
son calientes. (Cx, Lx, Wx, Ax, Ex)

Todos los profesores son instruidos. Todos los profesores instruidos
son sabios. Luego todos los profesores son sabios instruidos. (Px,
Ix, Sx)

Todos los diplomaticos son estadistas. Algunos diplométicos son elo-
cuentes. Todos los estadistas elocuentes son oradores. Luego algunos
diplomaticos son oradores. (Dx, Sx, Ex, Ox)

Los doctores y los abogados son egresados de la Universidad. Todo
altruista es un idealista. Algunos abogados no son idealistas. Algunos
doctores son altruistas. Luego algunos egresados de la Universidad son
idealistas. (Dx, Ax, Ux, Ix, Ax)

Las abejas y las avispas pican si estin o enojadas o asustadas. Luego,
cualquier abeja pica si esti enojada. (Bx, Wx, Sx, Ax, Fx)
Cualquier autor tiene éxito si y sélo si es muy leido. Todos los autores
son intelectuales. Algunos autores tienen éxito, pero no son muy lei-
dos. Luego todos los intelectuales son autores. (Ax, Ex, Lx, Ix)

. Todo pasajero viaja en primera o en clase turista. Cada pasajero estd

en clase turista si y s6lo si no es rico. Algunos pasajeros son ricos.
No todos los pasajeros son ricos. Luego algunos pasajeros viajan en
clase turista. (Px, Prx, Tx, Rx)

. Todos los miembros son oficiales y caballerosos. Todos los oficiales

son combatientes. S6lo un pacifista es un caballero 0 no es comba-
tiente. Ningin pacifista es caballero si es combatiente. Algunos miem-
bros son combatientes si y s6lo si son oficiales. Luego no todos los
miembros son combatientes. (Mx, Ox, Cx, Cox, Px)

Los perros lobos y los terrier son perros cazadores. Los perros caza-
dores y los perros falderos son animales domesticados. Los animales
domesticados son mansos y utiles. Algunos perros lobos no son ni
mansos ni pequefios. Por lo tanto, algunos terrier son pequerios, pero
no son mansos. (Lx, Tx, Cx, Fx, Dx, Mx, Ux, Px)

Ningiin individuo que sea candidato serid derrotado si hace una buena
campaiia. Todo individuo que se postula es un candidato. Cualquier
candidato que no sea derrotado seri elegido. Todo individuo que sea
elegido hace una buena camparfa. Por lo tanto, todo individuo que se
postula sera elegido si y s6lo si hace buena campafia. (Ix, Cx, Dx,
Bx, Px, Ex)

4.3. Demostracion de Invalidez '

En el capitulo precedente demostramos la invalidez de argumen-
tos invalidos que contenfan argumentos compuestos funcién de
verdad, asignando valores de verdad a sus enunciados componentes
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simples, de modo que las premisas se hicieran verdaderas y la con-
clusién, falsa. Usamos un método muy relacionado para demostrar
la invalidez de argumentos invilidos que contienen cuantificadores.
El método de demostracién de invalidez que a continuacién descri-
bimos estd ligado a nuestro supuesto basico de que existe al menos
un individuo.

El supuesto de que existe al menos, un individuo, podria satisfa-
cerse de una infinidad de maneras diferentes: si existe exactamente
un individuo, si existen exactamente dos individuos, si existen exac-
tamente tres individuos, etc.... Para cada uno de esos casos hay
una equivalencia légica estricta entre proposiciones generales no
compuestas y composiciones, de funcién de verdad, de proposiciones
singulares. Si hay exactamente un individuo, digamos a, entonces

[(t)Px]=®a y [(I)Px]=Da
Si hay exactamente dos individuos, digamos a y b, entonces
[()Px] = [®a-®b] ¥ [(3x)®x] = [Pav Db]

Y para cualquier nimero k, si hay exactamente k individuos, diga-
mos a, b, ¢, ..., kR, entonces

[(x)®x] = [®a- Db+ De- . .. -Dk]

[(3x)Px] = [Pav Pbv dcv...v dk]

La verdad de estos bicondicionales es una consecuencia inmediata de
nuestra definicién de los cuantificadores universal y existencial.
Ningin uso se hace aqui de las cuatro reglas de cuantificacién presen-
tadas en la seccién precedente. Asi, para cualquier posible universo
no vacio o modelo que contenga un numero finito cualquiera de
individuos, cada proposicién general es légicamente equivalente a
algdn compuesto funcién de verdad de proposiciones singulares.
Asi, para cualquier modelo tal cada argumento que involucra cuan-
tificadores es légicamente equivalente a algin argumento que sélo
contiene proposiciones singulares compuestas funcién de verdad
de las mismas.

Un argumento que involucra cuantificadores es vilido si y sélo
si es valido no importando cuéntos individuos hay, siempre que haya
cuando menos uno, Asi, un argumento que involucra cuantificado-
res es vdlido si y sélo si para todo posible universo o modelo neo
vacio es légicamente equivalente a un argumento de funcién de ver-
dad que es vilido. Asi, podemos demostrar la invalidez de un argu-
mento dado, exhibiendo o describiendo un modelo para el cual el
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argumento dado es logicamente equivalente a un argumento inuvd-
lido de funcién de verdad. Esto podemos lograrlo traduciendo el
argumento dado que involucra cuantificadores en un argumento
légicamente equivalente que sélo involucra proposiciones singulares
y composiciones funciéon de verdad de las mismas, y usando en-
tonces el método de asignar valores de verdad para demostrar la
invalidez del Gltimo. Por ejemplo, dado el argumento

Todas las ballenas son pesadas.
Todos los elefantes son pesados.
Luego, todas las ballenas son elefantes.

primeramente lo simbolizamos como

(x)[Wx D Hx]
(x)[Ex D Hx]
S (@)[Wax D Ex]

En el caso de un modelo que contiene exactamente un individuo,
digamos a, el argumento dado es légicamente equivalente a

Wa O Ha
Ea D Ha
. Wa D Ea

que se demuestra invalido asignando el valor de verdad T a “Wa” y
“Ha” y F a “Ea”. (Esta asignacién de valores de verdad es un método
abreviado de describir el modelo en cuestién como uno que contiene
solamente el dnico individuo a que es un W (una ballena) y H (pe-
sado), pero no E (un elefante).)¢ Luego, el argumento original no
es valido para un modelo que contenga exactamente un individuo,
y es, por lo tanto, invdlido.

Hay que enfatizar que al demostrar la invalidez de argumentos
que involucran cuantificadores no se hace uso de nuestras reglas de
cuantificaciéon. Para un modelo que sélo contenga el individuo a
no inferimos el enunciado *Wa O Ha” del enunciado “(x)[Wx O Hx]”
por UI; esos dos enunciados son légicamente equivalentes para ese
modelo porque en el mismo “Wa D Ha” es la dnica instancia de
sustitucién de la funcién proposicional “Wx O Hx".

% Aqui suponemos que las funciones proposicionales simples “Ax”, “Bx”, “Cx” ... no son
nl necesarias, esto es, légicamente verdaderas, para todos los individuos (por ejemplo,
x es idéntico ma sf mismo), nl imposibles, esto es, légicamente falsas para todos los
individuos (por ejemplo, X es diferente de sf mismo). También suponemos que las tnicas
relaciones logicas entre las funciones proposicionales simples son las afirmadas o 16
gicamente implicadas por las premisas del argumento que se demuestra invilido, El
pPropésito de estas restricciones es permitir la asignacién arbitraria de valores de verdad
a las instancias de sustitucién de estas funciones proposicionales simples sin Incom-
sistencia, pues nuestras descripciones por modelos deben, desde luego, ser comsistentes,




Demostracion de Invalidez 105

Puede ocurrir que un argumento invalido que involucra cuantifi-
cadores sea logicamente equivalente, para cualquier modelo que exac-
tamente contenga un individuo, a un argumento valido funcién
de verdad, aunque sera equivalente, para todo modelo que contenga
mas de un individuo, a un argumento invélido funcién de verdad.
Por ejemplo, consideramos el argumento.

Todas las ballenas son pesadas.
Algunos elefantes son pesados.
Por lo tanto, todas las ballenas son elefantes.

que se simboliza como

(x)[Wx D Hx)
(3x)[Ex- Hx)
UL (x)[ W D Ex]

Para un modelo que sélo contiene un individuo a este argumento
es légicamente equivalente a

Wa O Ha

Ea-Ha

.. Wa D Ea
que es un argumento vilido. Pero para un modelo que consiste en
los dos individuos a y b, el argumento dado es légicamente equiva-
lente a

{Wa O Ha)-(Wb D Hb)
(Ea-Ha) v (Eb- Hb)
.. (Wa D Ea)-(Wb D Eb)

que se demuestra invalido asignando el valor de verdad T a “Wa”,
“Wb”, “Ha”, Hb”, “Eb”, y el valor de verdad ¥ a “Ea”. Luego, el
argumento original es invilido, porque hay un modelo en el que
es logicamente equivalente a un argumento funcién de verdad
invalido. Otra ilustracién es .

Algunos perros son perros de aguas.
Algunos perros son perros de punta y vuelta.
Luego, algunos perros de aguas son de punta y vuelta.

que simbolizamos como

(3x)[Dx - Px]
(3x)[Dx- 3]
(3% Px- Sx]
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Para un modelo que contenga el individuo a es légicamente equiva-
lente a

Da-Pa
Da-Sa
.. Pa*Sa

que es vilido. Pero para un modelo que consiste en los dos indivi-
duos a y b es equivalente a

(Da-Pa) v (Db-Pb)
(Da-Sa) v (Db- Sb)
.".(Pa-Sa) v (Pb-Sbh)

que se demuestra invalido asignando el valor de verdad T a “Da”,
“Db”, “Pa”, “Sb” y el valor de verdad F a “Pb” y “Sa”. Aqui también
el argumento original es invalido pero hay un modelo para el cual
es logicamente equivalente a un argumento funcién de verdad
invalido.

Un argumento invalido que involucra cuantificadores puede ser
valido para cualquier modelo que contenga menos de k individuos,
aunque sea invalido para todo modelo que contenga k o més indi-
viduos. Asi, al usar este método para demostrar la invalidez de un
argumento que involucra cuantificadores podria ser necesario con-
siderar modelos mas y mis grandes. Se plantea naturalmente la
pregunta: ;qué tan grande debe ser el modelo considerado al tratar
de demostrar la invalidez de un argumento de este tipo? Se ha
encontrado una respuesta tedricamente satisfactoria a esta pregunta.
Si un argumento contiene n simbolos de predicados diferentes, en-
tonces, si es valido para un modelo que contenga 2* individuos,
entonces es vilido en cualquier modelo, o universalmente vilido.” Este
resultado sélo vale para las funciones proposicionales de una varia-
ble, y no es verdadero para los predicados relacionales discutidos
en el Cap. 5. Aunque tedricamente satisfactoria, esta solucién no es
de mucha ayuda en la prictica. Yendo directamente al caso técnica-
mente crucial para decidir la validez o invalidez de cualquiera de los
argumentos ya considerados en esta seccién deberiamos considerar
modelos conteniendo ocho individuos. Y para algunos de los ejer-
cicios siguientes el caso tedricamente crucial serd un modelo con
2% = 256 individuos. Sin embargo, ninguno de los siguientes ejerci-
cios requiere la consideracién de modelos que contengan més de tres
individuos para demostrar su invalidez.

T Ver Paul Bernays y Moses Schénfinkel, “Zum Entscheidungsproblem der mathe
matischen Logik”, Mathematische Annalen, Vol. 99 (1928), y Wilhelm Ackermann, Sol-
vable Cases of the Decision Problem, Amsterdam, 1854, Cap. IV,
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EJERCICIOS

I Demuestre que cada uno de los siguientes argumentos es inv4lido:

1.

*5.

(3x)[Ax- Bx] (3x)[Px- ~On]
Ac L (x)[Mx D ~Px]
. Bc 7. (D[Qx D (Rx-Sx)]
. (£[Cx D ~Dx gr)%g'ﬂréﬂ
~Cj ATx~Sx]
Dy o (@[Ox D Txl
. (I){LI - FI] 8. (I)[UI 2 (V’I 2 Wx)]
(x)[Gx D Fx] ®[Vx D (Ux O ~ Wr)
a2 R nes
: (’;)[H" 2~ 9. (3I0)[Xx* Y]
(' ) Jx+ ~Ix] (®[Xx D Zx
S {x)[Hx D Jx] (39)[Zx+ ~Xx)
(30)[Kx* La] S ([ Zxe ~Tx]
(3} ~Kx+ ~Lx] 10. (x)[Ax D Bx]
o (3)[Lx- ~Kx] (3x)[Cx- Bx]
{3x)[Cx- ~Bx]
- ()[Mx O (Nx-Ox)] .. (0[Ax D Cx)

(3x)[Px- Nx]

II. Demostrar que cada uno de los argumentos siguientes es invalido:

*1.

2.

3.

4.

*5.

10.

Teodos los astronautas son valientes, Jaime es valiente. Luego Jaime
€s un astronauta.

Ningin vaquero es un novato. Bill no es un novato. Luego, Bill es
un vaquero,

Todas las siemprevivas son fragantes. Algunos &4rboles de chicle no
son fragantes. Luego, algunas siemprevivas no son arboles de chicle.
Todos los paganos son idélatras. Ningin pagano es alegre. Luego
ningiin idélatra es alegre.

No hay gatitos grandes. Algunos mamiferos son grandes. Luego los
gatitos no son mamiferos.

. Todos los novelistas son observadores. Algunos poetas no son obser-

vadores. Por lo tanto, ningdin novelista es poeta.

. Todos los hombres de estado son inteligentes. Algunos politicos son

inteligentes. No todos los politicos son inteligentes. Luego ningtin
estadista es politico.

- Todos los estadistas son inteligentes. Algunos politicos son inteligen-

tes. No todos los politicos son inteligentes. Luego, todos los estadistas
son politicos.

. Todos los hombres de estado son politicos. Algunos hombres de es-

tado son inteligentes. Algunos politicos no son hombres de estado.
Luego, algunos politicos no son inteligentes.

Los caballos y las vacas son mamiferos. Algunos animales son ma-
miferos. Algunos animales no son mamiferos. Luego todos los caba-
llos son animales.
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LIf. Demostrar la validez o invalidez de cada uno de los argumentos:

1.

*10.

11.

12.

13.

14.

13.

Todos los aviadores son valientes, James es valiente. Luego James
es un aviador.

. Todos los investigadores son joviales. Smith es investigador. Luego

Smith es jovial.

. Ningin educador es tonto. Todos los apostadores son tontos. Luego

ningin educador es apostador.

. Ningin historiador es analfabeto. Todos los analfabetos son margi-

nados. Luego ningin historiador es marginado.

. Sélo los ciudadanos votan. No todos los residentes son ciudadanos.

Luego algunos residentes no votan.

. S6lo los ciudadanos votan. No todos los ciudadanos son residentes.

Luego algunos que votan no son residentes.

. Los automéviles y los furgones son vehiculos. Algunos autos son

Ford. Algunos automéviles son camiones. Todos los camiones
son vehiculos. Luego algunos Ford son camiones.

. Los automéviles y los furgones som vehiculos. Algunos automéviles

son Ford. Algunos automéviles son camiones. Todos los vehiculos son
camiones. Luego algunos Ford son camiones.

. Los automéviles y los furgones son vehiculos. Algunos automéviles

son. Ford. Algunos automdviles son camiones. Algunos furgones no son
vehiculos. Luego algunos Ford son camiones.

Todos los tenores son u obesos o afeminados. Ningidn tenor obeso
es afeminado. Algunos tenores son afeminados. Luego algunos teno-
res son obesos,

Todos los tenores o son obesos o son afeminados. Ningin tenor
oheso es afeminado. Algunos tenores son afeminados. Luego algunos
tenores no son obesos,

Ningin solicitante serd contratado o considerado si es o inexperi-
mentado o sin entrenamiento. Algunos solicitantes son novatos in-
experimentados. Todos los solicitantes que son mujeres se sentirian
decepcionados si no son contratados. Todo solicitante es una mujer.
Algunas mujeres serdn contratadas. Luego algunos solicitantes se
sentirin decepcionados. %

Ningin candidato sera elegido o llamado si es o liberal o radical.
Algunos candidatos son liberales ricos. Todos los candidatos que son
politicos se sentiran decepcionados si no son elegidos, Todo candidato
es un politico. Algunos politicos son elegidos. Luego algunos candi-
datos no se sentirin decepcionados.

Los abates y los obispos son clérigos. Ningin miembro del clero es
desalifiado o elegante. Algunos obispos son elegantes y fastidiosos.
Algunos abates no son fastidiosos. Luego, algunos abates son desali-
fiados,

Los abates y los obispos son clérigos. Ningin clérigo es desalifiado
y elegante. Algunos obispos son elegantes y fastidiosos. Algunos
abates no son fastidiosos. Luego algunos abates no son desalifiados.
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4.4. Proposiciones Multiplemente Generales

Hasta este punto hemos limitado nuestra atencién a las propo-
siciones generales que contienen un solo cuantificador. Una pro-
posicién general que exactamente contenga un cuantificador se dice
que es singularmente general. Ahora estudiaremos las proposiciones
multiplemente generales, que contienen dos o mds cuantificadores.
En nuestro uso del término, todo enunciado compuesto cuyos com-
ponentes sean proposiciones generales deberi considerarse como
una proposicién multiplemente general. Por ejemplo, el condicional
“Si todos los perros son carnivoros, entonces algunos animales son
canivoros” que simbolizamos como “(x){Dx D Cx]D (3 x)[Ax-
Cx]”, es una proposicién miultiplemente general. Otras proposiciones
multiplemente generales son mis complejas y requieren de una no-
tacion mas complicada. Para desarrollar la nueva notacién debemos
volver a la nocién de una funcién proposicional.

Todas las funciones proposicionales consideradas hasta este pun-
to, tenian como instancias de sustitucién, o proposiciones singulares
0 composiciones funcién de verdad de proposiciones singulares con
los mismos términos sujetos. Si consideramos un enunciado com-
puesto cuyos componentes son proposiciones singulares con dife-
rentes términos sujetos, tal como “Fa-Gb” podemos considerarla
como una instancia de sustitucién de la funcién proposicional
“Fx - Gb” o de la funcién proposicional “Fa - Gx”. Vemos que algunas
funciones proposicionales pueden contener proposiciones singulares
como partes, Si consideramos un enunciado compuesto del cual un
componente es una proposicién general y el otro una proposicién
singular, tal como “Si todos los perros son carnfvoros, entonces
Rover es carnivoro” que se simboliza “(x)[Dx D Cx] D Cr” podemos
considerarla como instancia de sustitucién de la funcién proposicio-
nal “(x)[Dx D Cx] D Cx”. Vemos pues que algunas funciones pro-
posicionales pueden contener proposiciones generales como partes.

En este punto se pueden propiamente introducir dos nuevos tér-
minos técnicos. Una ocurrencia de la variable x que no ocurre den-
tro, o que no se encuentra dentro del alcance de un cuantificador
universal o existencial® “(x)” o “(3x)” se llamari una ocurrencia
libre de esa variable. Por otro lado, una ocurrencia de la variable x
que es o parte de un cuantificador o se haya dentro del alcance de
un cuantificador “(x)” o “(3x)” se llamar4 una ocurrencia ligada
de esa variable.® Asf, en la expresién “(x)[Dx D Cx] D Cx” la pri-

% Como se explicé en la P4g. 91 en este mismo capitulo,
® Otra nomenclatura no ten comGn se refiere a las varlables llbres como variables
“reales”, y 2 las varlables ligadas como variables “aparentes”.
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mera ocurrencia de la variable “x” es parte de un cuantificador y,
por lo tanto, se considera ligada. También la segunda y tercera
ocurrencias son ligadas. Pero la cuarta ocurrencia es una ocurrencia
libre. Vemos que las funciones proposicionales pueden tener tanto
ocurrencias libres como ocurrencias ligadas de las variables; por
otro lado, toda ocurrencia de una variable, en una proposicién, debe
ser ligada, pues toda proposicién o es verdadera o es falsa. Una
funcién proposicional debe al menos contener una ocurrencia libre de
una variable, pero ninguna proposicién puede contener ocurrencias
libres de ninguna variable.

La proposicién “Fa - Gb” puede también ser considerada como
instancia de sustitucién de “Fx - Gy” donde la dltima es una funcio-
nal proposicional que contiene dos wariables diferentes. Hasta el
momento, hemos admitido explicitamente s6lo una variable indivi-
dual, la letra “x”. Sin embargo, con nuestro uso previo de la letra
“y” para denotar cualquier individuo arbitrariamente elegido, esta-
bamos de hecho usidndola como variable sin admitir ese hecho. Y
al introducir una letra por EI para denotor algun individuo particu-
lar que tuviese un atributo especificado sin realmente saber cudl
individuo era el denotado, estibamos de hecho usando también esa
letra como variable. Ahora procedemos a reconocer explicitamente
lo que habia implicito en nuestro uso anterior. Algunas funciones
proposicionales pueden contener dos o mds variables individuales
diferentes. Seri conveniente disponer de una mayor provisién de
variables, de modo que se reajusta nuestra notacién convenida para
incluir las letras “u”, “v”, “w”, “x”, “y” y “z” como variables indivi-
duales. Ahora las funciones proposicionales incluyen expresiones
como “Fu”, “Fu v Gw”, “(Fx-Gy) D Hz”, “Fxv (Gy- Hx)” y simila-
Tes.

Al reemplazar variables por constantes para obtener una propo-
sicién a partir de una funcién proposicional la misma constante
debe reemplazar cada ocurrencia libre de la misma variable. Asi,
entre las instancias de sustitucién de la funcién proposicional “Fx v
(Gy - Hx)” estin

Fa v (Gb-Ha), Fav (Gc*Ha), Fav (GdHa), . ..
Fb v (Ga*Hb), Fbv (Ge-Hb), Fbv (Gd-Hb), . . .
Fe v {(Ga+Hc), Fcv{(Gb+Hc), Fe v (Gd-He), . . ..

pero mo proposiciones tales como “Fa v (Gb- Hc)”. Por otro lado, la
misma constante puede reemplazar ocurrencias libres de diferentes
variables a condicién de que si reemplaza cualquier ocurrencia libre
de una variable debe reemplazar todas las ocurrencias libres de esa
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variable. De modo que otras instancias de sustitucién de la funcién
proposicional. “Fx v (Gy - Hx)” son “Fa v (Ga - Ha)”, “Fb v (Gb -
Hb)”, “Fc v (Gc - He)”, ...

Habiendo admitido las letras “u”, “v”, “w”, “y” y “z” como va-
riables individuales, ademas de “x”, ajustamos ahora nuestra notacién
para que la cuantificacién existencial y universal se conforme a
nuestra provisién aumentada de variables. La proposicién “Todos los
I son G” puede simbolizarse alternativamente como “(u)[Fu > Gul”,
“()[Fv 5 GoI”, “(w)[Fw D Gu]”, “(x)[Fx D GxI”, “(y)[Fy D Gyl”,
0 “(z)[Fz O Gz]”. De manera similar, la proposicién “Hay algunos
H” puede simbolizarse alternativamente como “( Ju)Hu”, “(3v)Hv",
“(3w)Hw”, “(Ix)Hx”, “(Iy)Hy”, o “(I2)Hz2". La diferencia entre
“(x)Fx" y “(y)Fy” (asi como entre “(3x)Gx” y “(3y)Gy”) es pura-
mente de notacién y cualquiera podria escribirse en lugar de la otra
dondequiera que se presente. Desde luego que si una funcién proposi-
cional contiene ocurrencias libres de dos o mas variables diferentes,
tal como “Fx - Gy”, las dos funciones proposicionales que resultan al
cuantificarla como

@[Fx-Gy] Yy (y)[FxGy]

son realmente muy diferentes y su diferencia es mas que de notacién.
Las instancias de sustitucién de la primera son

(x)[Fx-Ga), (x)[Fx+Gb], (x)[Fx-Gc), . ..

mientras que las instancias de sustitucién de la segunda son
y)Fa- Gy, (y)Fb-Gyl, (y)[Fe-Gy), ...

Si cada individuo tiene el atributo F, y algunos pero no todos los indi-
viduos tienen el atributo G, entonces algunas instancias de sustitu-
cién de la primera seran proposiciones verdaderas, mientras que
todas las instancias de sustitucién de la segunda seran falsas, una
diferencia considerable. Este ejemplo debiera servir para indicar la
necesidad de hablar no de “la cuantificacién universal (o existencial)
de una funcién proposicional” sino de “la cuantificacién universal
(o existencial) de una funcién proposicional con respecto a la va-
riable “x””, o “la cuantificacién universal (o existencial) de una fun-
¢ién proposicional con respecto a la variable “y””, y asi sucesivamente.

Debiera ser claro que por ser “(x)[Fx D Gx]” y “(y)[Fy D Gyl”
traducciones alternativas de la proposicién “Todo lo que sea un F
es también un G”, 1a cuantificacién universal de “Fx D Gx” con res-
pecto a “x” tiene el mismo significado que, y es légicamente equiva-
lente a, la cuantificacién universal con respecto a “y” de la funcién
proposicional que resulta al reemplazar todas las ocurrencias libres
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de “x” en la “Fx D Gx” por “y” —pues lo que resulta de hacer este re-
emplazo es “Fy O Gy —. En las primeras etapas de nuestro trabajo
sera deseable tener a lo mas una cuantificacién con respecto a una
variable dada en una proposicién sencilla, Esto no es estrictamente
necesario pero es uUtil para evitar confusiones. Asi, la primera pro-
posicién multiplemente general que se considerd “Si todos los perros
son carnivoros, entonces algunos animales son carnivoros” se
simboliza mejor como “(x)[Dx O Cx] O (3y)[Ay - Cyl” que como
“(x)[Dx D Cx] D (3x)[Ax - Cx]” aunque ninguna de las dos es inco-
rrecta.

Se ha observado que ninguna proposicién puede contener nin-
guna ocurrencia libre de variable alguna. Asi, al simbolizar cual-
quier proposicién se tendr4 cuidado de que toda ocurrencia de toda
variable usada esté dentro del alcance de un cuantificador respecto
a esa variable. Algunos ejemplos aclararin el asunto. La proposicion

Si algo anda mal en la casa entonces todos los de la casa se quejan.

se simboliza propiamente como un condicional cuyo antecedente y
consecuente contienen cuantificadores diferentes:
(3x)[x anda mal en la casa] D (y) [(y es una persona de la casa) D (y
se queja)]
Aqui el cuantificador inicial no se extiende més alld del signo prin-
cipal de implicacién. Pero si ahora leemos otra proposicion que
tiene un parecido superficial con la primera:

Si algo anda mal entonces debiera rectificarse.
seria incorrecto simbolizarla como
(3x)[x anda mal] D (x debiera rectificarse)

Puesto que al terminar el alcance del cuantificador inicial en el
signo de implicaci6n, la ocurrencia de “x” en el consecuente no puede
referirse hacia atrés al cuantificador inicial, pues no esta ya dentro
de su alcance. Tenemos aqui la ocurrencia libre de una variable,
lo que significa que la simbolizacién propuesta no es una proposi-
cién vy, por lo tanto, no es una traduccién adecuada del enunciado
dado. El error no se corregird simplemente por extensién del al-
cance del cuantificador inicial, por reinstalacién de los corchetes,
pues la expresién simbélica

(3x)[(x anda mal) D (x debiera rectificarse)l.

aunque es una proposicién, no tiene el mismo significado que la
proposicién original en espafiol. En lugar de ese significado, sola-
mente dice que existe al menos una cosa que debiera rectificarse
si anda mal, pero el sentido de la oracién en espaiiol claramente es
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que cualquier cosa que ande mal debiera rectificarse. Luego, una
simbolizacién correcta no es ninguna de las anteriores sino

(x)[(x anda mal) 5 (x debiera rectificarse)).

La situacién es mas complicada, pero no es diferente, en prin-
cipio, cuando un cuantificador ocurre dentro del alcance de otro
cuantificador. Aqui hay que dar el mismo aviso contra las variables
“en el aire”™ o no cuantificadas. La proposicién

Si algo falta entonces si nadie llama a la policta, habr4 un descontento
propiamente se simboliza como

(3x) [x falta] O {(y¥)[(y es una persona) O ~ (y llama la policia)] o
(32)[(z es una persona) - (z quedar4 descontento)]}.

Pero la siguiente proposicién, que superficialmente es aniloga a la
Precedente:

Si algo falta entonces si nadie llama a la policia, no seri recuperado.
no se debe simbolizar como

(3x)[x falta] D {(y)[(y es una persona) D5 ~(y lama a la policia)]
2 ~(x seri recuperado))

pues la tltima ocurrencia de la variable “x” estd fuera del alcance
del cuantificador inicial, quedéindose “en el aire”, No se le puede
corregir por simple reescritura de los corchetes como

(3x){(x falta) O {(y)[(y es una persona) 5 ~(y llama a la policia)] O
~(x serd recuperado)})}

pues esta expresién tampoco preserva el sentido de la oracién dada,
como en el ejemplo anterior, Ese sentido queda expresado por la
forma ‘

(x){(x falta) 5 {(¥)I(y es una persona) 5 ~(y llama a la policia)]
~(x ser4 recuperado)}}

que es, por lo tanto, una simbolizacién correcta de la proposicién
dada.

EJERCICIOS

Simbolizar cada una de las proposiciones siguientes usando en cada caso
la notacién sugerida, de modo que la férmula simbélica sea lo mis préxinia
posible a la expresién en espafiol;

*1. Si algo se descompone alguien sers culpado. (Dx: x se descompone. Px: x
€s una persona. Bx: x serd culpado.)

* Variables “colgando” o ‘bailando’”. (N. del T.)
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*10.

11,

12,

13.

14.

*15.

16.

17.

18.

19.

. Si algo se dafa el inquilino tendra que pagarlo. (Dx: x se dafia. Cx: x se
. Si nada se descompone nadie serd culpado. (Dx: x se descompone. Px:
. Si algo se dafla, pero no se culpa a nadie, el inquilino no tendrid que
. §i cualesquier platanos est4n amarillos, entonces estin maduros, (Bx: x
. Si hay platanos amarillos, entonces algunos platanos est4n maduros. (Px:

. Si hay plitanos amarillos, entdnces si todos los platanos amarillos estan
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cobrara al inquilino.)

x es una persona. Cx: x serd culpado.)

pagar. (Dx: x se dafa. Px: x es una persona. Cx: x es culpado.)
es un platano. Yx: x es amarillo. Rx: x estd maduro.)

x es un platano. Ax: x esti amarillo. Mx: x estd maduro.)

maduros, estdn maduros. (Px: x e€s un platano. Ax: x esti amarillo. Mx:
x estd maduro.)

. Si todos los plitanos madures son amarillos, entonces algunas cosas

amarillas estin maduras. (Mx: x estd maduro. Px: x es un platano.
Ax;: x es amarillo.)

. Si todos los oficiales presentes son o capitanes 0 mayores, entonces o es-

tan presentes algunos capitanes o estan presentes algunos mayores. (Ox:
x es un oficial. Px: x esti presente, Cx: x es un capitin. Mx: x es un
mayor. )

Si hay algun oficial presente, entonces, 0 no hay mayores o €l es un
mayor. (Ox: x es un oficial. Px: x esti presente. Mx: x es un mayor. )
Si algunos oficiales estdn presente y si todos los oficiales presentes
son capitanes, entonces algunos capitanes -estin presentes. (Ox: x es un
oficial. Px: x esta presente. Cx: x es un capitdn.)

Si algunos oficiales estin presentes, entonces si todos los oficiales pre-
sentes son capitanes, entonces son capitanes. (Ox: x es un oficial. Px:
x esta presente. Cx: x €s un capitdn.)

Si todos los sobrevivientes son afortunados y si sélo las mujeres sobre-
vivieron, entonces si hay sobrevivientes, entonces algunas mujeres son
afortunadas. (Sx: x es un sobreviviente. Ax: x es afortunado. Mx: =x
es mujer.)

Si cualesquier sobrevivientes son mujeres, entonces si todas las mujeres
son afortunadas, son afortunadas. (Sx: x es un sobeviviente. Mx: x es
una mujer. Ax: x es afortunado.)

Si hay sobrevivientes y s6lo las mujeres fueron sobrevivientes, entonces
son mujeres. (Sx: x es un sobreviviente. Wx: x es mujer.)

Si toda posicién tiene un futuro y no hay empleados flojos, entonces al-
gunos empleados tendran éxito. (Px: x es una posicién. Fx: x tiene un
futuro. Ex: x es un empleado.) Lx: x es flojo. Tx: x tendra éxito.)

Si algunos empleados son flojos entonces si algunas posiciones no tienen
futuro entonces no tendrdn éxito (Ex: x es un empleado Fx: x es flojo.
Px: x es una posicién., Tx: x tiene futuro. Sx: x tendra éxito.)

Si cualesquier empleados son flojos y algunas posiciones no tienen fu-
turo entonces algunos empleados no tendrin éxito. (Ex: x es un em-
pleado Fx: x es flojo. Px: x es una posicién, Lx: x tienen futuro. Sx:
x tendra éxito.)

Si cualquier marido fracasa, entonces, si todas las esposas son ambicio-
sas entonces algunas esposas estarin decepcionadas. (Mx: x es un ma-
rido. Ex: x tiene éxito. Ax: x es ambiciosa. Dx: x serd decepcionada.)
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20. Si algin marido fracasa, entonces, si algunas esposas son ambiciosas, él se
sentird infeliz. (Mx: x es un marido, Fx: x no fracasa. Ex: x es una
esposa. Ax: x es ambiciosa. Ix: x se sentiri infeliz.)

4.5. Reglas de Cuantificacién

1. Inferencias que Involucran Funciones Proposicionales. Al cons-
truir una demostracién formal de validez para un argumento dado,
las premisas con que empezamos y la conclusién con que termi-
namos son proposiciones. Pero donde se utilicen reglas de la Ins-
tanciacién Existencial o de la Generalizacién Universal algunos
de los renglones intermedios deber4n contener variables libres, y
serdn funciones proposicionales y no proposiciones. Cada renglén
de una demostracién formal de validez debe, o ser una premisa o
un supuesto de alcance limitado, o seguirse vilidamente de los ren-
glones precedentes por medio de una forma de argumento valido
elemental aceptada como Regla de Inferencia o seguirse por una
secuencia de pasos como los anteriores como por el principio de
Demostracién Condicional, Surgen naturalmente tres preguntas en
este momento: (En qué sentido puede decirse que una funcién
proposicional wdlidamente se sigue de otras funciones proposiciona-
les? JEn qué sentido puede decirse que una funcién proposicional
vilidamente se sigue de ciertas proposiciones?; (Y en qué sentido
Puede decirse que una proposicién vdlidamente se sigue de funcio-
nes proposicionales?

Para contestar estas preguntas es ttil introducir un sentido més
general y revisado de la palabra “valido”. Las funciones proposi-
cionales contienen variables libres y, por lo tanto, no son ni verda-
deras ni falsas. Pero una funcién proposicional se convierte en una
proposicién reemplazando todas sus variables libres por constantes
y la instancia de sustitucién que asi resulta o es verdadera o es
falsa. Una funcién proposicional puede decirse que se sigue vdlida-
mente como conclusién de una o més funciones proposicionales
tomadas como premisas cuando cualquier reemplazo de las ocurren-
cias libres de las variables por constantes (siendo las mismas cons-
tantes las que reemplazan a las mismas variables en premisas y
conclusién, desde luego) da Iugar a un argumento valido. Asi, por
ejemplo, la funcién proposicional “Gx” se sigue validamente de las
funciones proposicionales “Fx O Gx” y “Fx”, porque todo reemplazo
de “x” por una constante da un argumento de la forma Modus Ponens.
Podemos decir de tal inferencia que es vilida por Modus Ponens a
pesar de que lo involucrado son funciones proposicionales y no pro-
posiciones. Debiera estar claro que cualquier inferencia es valida
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si procede por cualquiera de las 19 Reglas de Inferencia de nuestra
lista original, independientemente de que las premisas y conclusién
sean proposiciones o funciones proposicionales. Noétese de pasada,
que esto es asi, aun cuando la conclusién contenga més variables
libres que las premisas, como cuando por el principio de adicién
vilidamente inferimos la funcién proposicional de dos variables
“Fx v Gy” de la funcién proposicional de una variable “Fx”,

La lista original de diecinueve Reglas de Inferencia también
permite la inferencia de funciones proposicionales a partir de pro-
posiciones, como cuando por el principio de Adicién inferimos la
funcién proposicional “Fa v Gx” a partir de la proposicién “Fa”. Es
obvio que tales inferencias son vélidas en el nuevo sentido explicado.
M4s atn, se pueden inferir véilidamente proposiciones a partir de
funciones proposicionales por nuestras Reglas de Inferencia, asi
como cuando por el principio de Simplificacién inferimos la pro-
posicién “Fa” a partir de la funcién proposicional “Fa - Gx”. Luego,
las letras “p”, “q”, “r”, “s” en nuestras diecinueve Reglas de Inferen-
cia ahora corren sobre, o representan, o proposiciones o funciones
proposicionales.

Ahora podemos adoptar una definicién més general de demos-
tracién formal de validez, que corre paralela a nuestra definicion
anterior, excepto en que los renglones de una demostracion pueden
ser o proposiciones o funciones proposicionales. Si cada renglén
siguiendo a las premisas iniciales véilidamente se sigue de los ren-
glones que le preceden en el sentido generalizado del término “va-
lido” que hemos explicado, entonces el dltimo renglon vélidamente
se infiere de las premisas iniciales. Y si nuestras premisas iniciales
y nuestra conclusién son proposiciones y no funciones proposicio-
nales, entonces la conclusién vélidamente se sigue de las premisas
iniciales en el sentido original del término “vilido” que se aplica
a argumentos cuyas premisas y oconclusiones todas son enunciados
o proposiciones. Esto puede verse mediante las consideraciones que
damos a continuacién. Al pasar de nuestras premisas originales a
funciones proposicionales, si 1o hacemos vélidamente, entonces, si las
premisas son verdaderas, todas las instancias de sustitucién de
las funciones proposicionales inferidas también deben ser verdade-
ras. Y al pasar de las funciones proposicionales, si lo hacemos
vilidamente, entonces todas las instancias de sustitucién de las alti-
mas también deben ser verdaderas. Finalmente, cuando pasamos
de funciones proposicionales inferidas vélidamente a la conclusién
final que es una proposicién, entonces, si lo hacemos vilidamente,
como todas las instancias ‘de sustitucién de las anteriores son ver-
daderas la conclusi6n final debe ser verdadera también.
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Las observaciones anteriores requieren alguna modificacién para
tomar en cuenta los supuestos de alcance limitado que contienen va-
riables libres, pero las modificaciones se introducen mejor como
alteraciones en las reglas de cuantificacién mismas. Las versiones
preliminares de nuestras reglas de cuantificacién han de reempla-
zarse en todo caso, pues como se dijo, sélo se aplican a las Pproposi-
ciones y no a las funciones proposicionales. Las dos reglas de gene-
ralizacién, UG y EG deben ahora permitir la cuantificacién (o
ligazén) de las variables libres, mientras que las reglas de instancia-
cion Ul y EI deben ahora permitir que se liberen las variables
ligadas para permitir la introduccién de funciones proposicionales
més que las (pretendidas) instancias de sustitucién de ellas,

En nuestra discusién anterior de las funciones proposicionales
(de la Gnica variable “x”) introdujimos las letras griegas & y ¥,
y con “#x” y “¥x” denotamos cualquier funcién proposicional de “x”
tal como “Fx”, “Gx”, “Fx - Hx", “(FxvGx) D Hx", ... sin importar
qué tan complicadas puedan ser estas funciones. Ser4 util continuar
usando las letras griegas, dejando “¢x” para denotar cualquier fun-
cién proposicional que contenga a lo menos una ocurrencia libre
de la variable “x”, incluyendo aun aquellas funciones proposicio-
nales que contienen ocurrencias libres de otras variables. Entonces
“@x” puede denotar cualquiera de las siguientes:

Fx, Fxv Gx, Ga D Hx, Fw-Fx, (32)[Gz=Hx], . ..

De manera semejante, “y” puede denotar cualquiera de las fun-
ciones proposicionales

Fy, Fyv Gy, Ga O Hy, Fw-Fy, (32)[Gz = Hy]

PRERI

Para podernos referir a cualquier funcién proposicional en cualquiera
de los grupos precedentes, sers conveniente introducir las letras
griegas mu y nu (“4” y “v”) para denotar simbolos individuales. De
este modo, “®.” puede denotar cualquiera de las funciones proposi-
cionales precedentes, ya sea de “x” o “Y” segin que “4” se tome
como denotando “x” o “y”. De manera semejante, segin que “u”
se tome cbmo denotando “x” o “y”, “(u)®." denotard la cuan-
tificacién universal con respecto a “x” o “y” de cualquiera de
las funciones proposicionales que preceden, de “x” o “y” y “(Iu)du”
denotar4 la cuantificacién existencial.

Es conveniente permitir que “®u” denote también o una pro-
posicién o una funcién proposicional que mo contenga ocurrencia
libre de la variable denotada por “4”. En tal caso (u)@p y (Ipu)du
se llamarén cuantificaciones “vacias” y seran equivalentes la una
ala otra y a ®» misma. Esta nocién no muy natural se incluye
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solamente por la completud descrita y demostrada para el desarrollo
axiomatico de la teoria de la cuantificacién que se presenta en el
Cap. 9. Hasta entonces no haremos uso de la misma.

Las letras griegas & y ¥ también pueden usarse en conjuncion
con alguna constante para denotar o proposiciones o funciones pro-
posicionales que contengan esa constante. De esta manera “®a” puede
denotar cualquiera de las expresiones

Fa, Fa v Ga, Gc D Ha, Fw+Fa, (32)[Gz = Hd], . ..
y “ob” puede denotar cualquiera de las expresiones
Fb, Fbv Gb, Gec D Hb, Fw+Fb, (32)[Gz = Hb], ...

Por el convenio que hemos introducido “®v” puede denotar cual-

«

quier expresion de los dos grupos precedentes segin que v’ ose
[T 2 g

tome como denotando “a” o “b”. Esta notacién sera util al reformu-
lar nuestras reglas de cuantificacién.

2. Instanciacién Universal. La presentacién de nuestras reglas de
cuantificacién vendra acompaiada con ejemplos de argumentos va-
lidos que deben permitir, y también con ejemplos de argumentos
invélidos por evitar mediante restricciones impuestas a estas reglas.
Las siguientes inferencias son claramente vilidas:

©Fr  ()[FyvGh] ()F: D Gh] (®[Fx= Gyl @{Fx(3x)GCrHyl}
“Fa’ .FavGbhb' . .FbDOGb’  ..Fc=Gy ..Fb-(Ix)[Gx-Hy]
Se les puede describir generalmente como siendo de la forma
(W)op

137

donde . es una variable individual, v es una constante individual
y @» resulta de ¥u reemplazando todas las ocurrencias libres de u
en @, por v. Desde luego, no puede haber ocurrencia libre de p en
(1)®s pero puede haber cualquier nimero de ocurrencias libres
de p en ®u. Por otro lado, no cualquier ocurrencia de p en &u nece-
sita ser libre: por ejemplo, en donde “u” denote “x” y “@u” denote
“Fx D (3x)[Gx v Hy]” sélo la primera ocurrencia de p en @ es libre,
pues la segunda es parte del cuantificador existencial (3p) y la
tercera esta dentro del alcance de ese cuantificador.

También son vélidas inferencias como

(x)Fx (OFx (y)[FyvGbh] (2)[Fz D Gx] (x){ Fx+(3x)[Gx* Hy})

" Fy’ .Fx’ .FxvGb’ . FxDGx’ .. Fz+(3x)[Gx-Hy] * '

que también son de la forma

(1) Pp
Oy
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€xcepto que aqui tanto . como v son variables individuales. Aqui la
premisa (u)@un puede ser una proposicién, pero la conclusién v
debe ser una funcién proposicional.

Asi como contamos vilida la inferencia

(2)[Fz v Gb]
.. FbvGb

en donde la constante de instanciacién “b” ocurre tanto en la pre-
misa como en la conclusién, también queremos contar como validas
inferencias del tipo

WlFxv Gyl )[Fx O Gyl (&[Fx O (Gy-Hz)]

S FyvGy’ . FxD Gx’ .. FxD(Gy-Hy)

en las que la variable de instanciacién ocurre libremente tanto en
las premisas como en la conclusién. En general, cuando ¢v se in-
fiera de (u)®u, vilidamente, v debe ocurrir libremente en @, en
cualquier lugar en que u ocurra libre en &y, pero puede haber mas
ocurrencias libres de v en ®v que ocurrencias libres de . en ®.. Habra
mas siempre que v ocurra libre en @p.

Todas las inferencias precedentes se pueden hacer legitimas por
nuestro principio de Instanciacién Universal. Serid conveniente esta-
blecer para el capitulo presente dos convenios definidos que gobier-
nen las expresiones “¢,” y “v”, de modo que cada una pueda usarse
en el mismo sentido en los enunciados de las 4 reglas de cuantifi-
cacién. El primer convenio es que mu (“4”) denote exclusivamente
variables individuales, mientras que nu (*v") pueda denotar, ya
una variable individual ya una constante individual. El segundo con-
venio es el siguiente:

La expresién “ ¢p.” denota cualquier funcién proposicional o propo-
sicién. La expresion “®v” denota el resultado de reemplazar toda
ocurrencia libre de 1 en @ por v, a condicién de que si v es una varia-
ble debe ocurrir libre en ®v en todos los sitios en que . ocurra libre
en @, (Si Pis no contiene ocurrencia libre de i entonces ®v y ®p. son
idénticas. v y 1» pueden, desde luego, ser la misma variable: si lo
son, también son idénticas ®v y ®y..)

Este convenio general ayuda a prevenir inferencias indeseadas
(esto es, invalidas), que podrian permitir nuestras cuatro reglas
de cuantificacién. De qué manera contribuye el convenio a alcanzar
este fin se explicari siguiendo las formulaciones de cada una de
las cuatro reglas.

Nuestra primera Regla de Cuantificacién, la Instanciacién Uni-
versal, se enuncia como
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La convencién general que gobierna &y y ®v sirve para prevenir
inferencias erréneas como

@[3y)(Fx = ~Fy)]

- (Ay)Fy = ~Fy)
que podria permitir el principio UI porque v (“y”) no ocurre libre
en &v(“(3y)(Fy = ~Fy)”) en todos los lugares en que x (“x”) ocurre
libre en ®p(“(3y)(Fx = ~Fy)”). Luego “(y)(Fy = ~Fy)” no es
una @v legitima para usarse en la aplicacién de UI donde (p)®n
es “(x)[(3y)(Fx = ~Fy)]”. Debiera ser obvio que la inferencia es in-
vilida: falla para un universo que contenga cosas que son F y
algunas otras que no son F, porque esto hard verdadera la premisa,
mientras que la conclusién seria falsa para todo universo posible,
desde el momento que es autocontradictoria.

3. Generalizacién Existencial. Pasando ahora a la Generalizacitn
Existencial observamos que todas las siguientes son inferencias va-
lidas:

Fa Fa Fav Gb Fa O Gb

L (3nFx’ .. (Ay)Fy’ .. B3x)(Fxv Gb)’ .". (Ay)(Fa D Gy)

Se les puede describir generalmente como siendo de la forma
Gy
e YT
Aqui, tanto premisas como conclusiones son proposiciones. Tam-
bién son vilidas las inferencias que contengan funciones proposi-
cionales y sean como
Fx Fav Gy Fx D Gy Fx-Gx

T (3yFy’ . 3xFavGr)’ . Ay)Fx D Gy) LAy Fy-Gr)
que son del mismo esquema que el precedente, excepto en que v €s
una variable en lugar de una constante.

Nuestra segunda Regla de Cuantificacién, la Generalizacién Exis-
tencial se enuncia como

P

37
EG: ————
e (Au)p

El convenio general que rige ®» y &v sirve para evitar una in-
ferencia errénea como
Fx= ~Fy
. (Jx)(Fx = ~Fx)
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«, 9

que seria permitida por EG porque v (“4”) no ocurre libre en @v
(“Fx =~ Fy”) en todos lugares en que p (“x”) ocurre libre en
®u (“Fx == ~ Fx”). Por lo tanto “Fx = ~ Fy” no es una & legitima de la
cual “(3x)(Fx= ~Fx)” pueda obtenerse como (3 1. )&, por EG. Debiera
ser obvio inferencia es invalida: pues aunque la conclusién es falsa
por ser una contradiccion en si, la premisa tiene instancias de sus-
titucién que son verdaderas.

Teniendo a nuestra disposicién tanto UI como EG podemos ilus-

trar su uso al demostrar la validez del argumento

Todos los hombres son mortales.

Por lo tanto, si S6crates es un hombre, entonces algunos hombres son
mortales.

por medio de la siguiente demostracién condicional:

I (x)}(Hx D Mx) /.. Hs O (Ix)(Hx* Mx)
2. Hs

3. Hs D Ms 1, Ul

4. Ms 3,2, M.P.

5. Hs*Ms 2, 4, Conj.

6. (3x)(HzxMx) 5,EG

7. Hs D (3x)(Hx*Mx) 2-6, C.P.

Un esquema simple de deduccién es suficiente para establecer la
validez de cualquier argumento de la forma

(1)
RNEN:T
Aqui, el esquema de demostracién es

L (wPu /.. Qu)dp
2. Dy 1, UI
3. (Audp 2,EG

4. Instanciacién Existencial. Antes de discutir nuestra nueva
formulacién de la Instanciacién Existencial sers wtil establecer la
verdad légica de equivalencias de la forma

(E) Wdy 3 p] = [(Fp)dp O p]

donde v ocurre libre en &v en todos ¥ sélo en aquellos lugares en
que p ocurre libremente en ¢, y donde p no contiene ocurrencias
libres de la variable +. En el caso de que p sea verdadera los
dos lados de la equivalencia deben ser verdaderos: porque si
P es verdadera, entonces & O p es verdadera para cada valor de
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v, luego (»)[@v D p)] es verdadera. Y la verdad de (3p)®x DO P
también se sigue inmediatamente de la verdad de p. En el caso
en que p sea falsa y (v)[®v D p] verdadera toda instancia de sus-
titucion de ®v O p es verdadera y, por tanto, toda instancia de
sustitucién de ®v debe ser falsa, luego (3 )@y debe ser falsa y, por
tanto, (3u)dx D p verdadera. En caso de que p sea falsa y ()%
o p verdadera, (3u)ou debe ser falsa y asi, toda instancia de sust-
tucién de @v debe ser falsa, por lo que cada instancia de sustitucion
de ®v O p debe ser verdadera y, por tanto, (v)[®» D p] también es
verdadera. Este argumento establece la verdad de cada equivalencia
de la forma (E), pues si p es verdadera ambos lados son verdaderos
y si p es falsa cada lado implica el otro.

Pasando ahora a la Instanciacién Existencial queremos permitir
el paso de (3x)Fx a Fx o Fy tnicamente bajo condiciones muy
estrictas. No sélo debe la variable de instanciacién no tener ocurren-
cia libre previa (como se discutié en el niimero 4 del parrafo 4.2)
sino que no debemos permitir que (x)Fx se infiera de ( dx)Fx por la
Instanciacién Existencial y la Generalizacién Universal. Hay muchas
maneras de imponer tales restricciones. Una de ellas es formular la
regla de Instanciacién Existencial de modo que la férmula o renglén
finalmente inferidos por medio de ella no contenga variables libres
introducidas por la misma. Lo factible de este procedimiento puede
verse a través de las consideraciones siguientes.

Aqui, como en secciones previas, nos concierne la construccién
de demostraciones de validez sélo para argumentos cuyas premisas
y conclusiones sean proposiciones, no funciones proposicionales con-
teniendo variables libres. Luego, nunca terminamos una demostra-
cién con una funcién proposicional conteniendo una variable libre.
De este modo, cualquier demostracién de validez en la que la regla
de la Instanciacién Existencial involucre el paso de (Iu)on a @,
la funcién proposicional ®v sélo sirve para permitir la inferencia
subsecuente de una férmula sin ocurrencia libre de la variable v.

Supongamos que ya tenemos (3u)®ucomo renglén en una demos-
tracién y sabemos que en presencia de otros renglones ya obtenidos,
si tuviésemos taphbién @v podriamos deducir una férmula deseada
P que no contiene ocurrencia libre de la variable v. Podemos proce-
der escribiendo & como un supuesto de alcance limitado. Entonces,
después de haber reducido p, podemos cerrar el alcance del supuesto
e inferir la férmula ®v O p por la regla de Demostracién Condicio-
nal reforzada. De este renglén (con restricciones razonables) la
férmula (v)[® D p] puede inferirse por Generalizacién Universal.
Y de la dltima férmula, por la equivalencia (E), podemos inferir
(3p)®x O p. Ahora, de esta férmula y el renglén anterior (3p)dp
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podemos obtener p por Modus Ponens. Todo este proceso lo podemos
representar esquemdticamente de la manera que sigue

i (I Pu
j by

k+1. Py Dp j—k, C.P.

k+2. ()[®v D p] k+1,UG

k+3. (Juop D p k+2, equivalencia (E)
k+4. p k+3,i, M.P.

La discusién precedente puede verse como proporcionando una
Justificacién informal para la regla de Instanciacién Existencial que
ahora se puede enunciar como

EIL (3p)op
Oy

p
Lp

con la condicién de que v sea una variable sin ocurrencias libres ni
en p ni en cualquier renglén anterior a ®v.

Antes de discutir las restricciones que se han de imponer al
enunciado de EI puede ser util presentar una demostracién de va-
lidez que hace uso de la nueva regla:

1. (x)(Fx D Gx)

2. (y)Fy /.. (32)Gz

3.

4. 1, UI

5. 4, 3, M.P.
6. 5, EG

7. 2, 3-6, EI

Puede, aunque no es necesario, haber otros renglones intervi-
niendo entre la premisa (3u)du (renglén 2 anterior) y la funcién
proposicional ®v (renglén 3 anterior) marcada como supuesto de
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alcance limitado. Cuando la férmula deseada p (rengién 6 anterior)
ha sido alcanzada, el siguiente rengién, de nuevo, es p simplemente,
y la justificacién escrita a su lado es el namero del renglén que
consiste en (3p)@x y unidas por un guién el nimero del rengién
que consiste en & y el primer renglén que consiste en p, y la
notacién EI

El convenio general que rige & y @v sirve para evitar que una
“demostracién” errénea como

1. (A)Fx-Gx) /.. (0Fx

2. FxGy {incorrecto como parte de EI)
3. FEx 2, Simp.

4. Fx 1, 2-3, EI (incorrecto)

5. (x)Fx 4,UG

sea permitida por EI, porque v (“y”) no ocurre libre en &v (“Fx- Gy”)
en todos los lugares en que p (“x”) ocurre libre en &u (“Fx - Gx™);
por lo tanto, “Fx- Gy” no es un @v legitimo para usarse emn la apli-
cacién de EI donde (3x)®u es “(Ix)(Fx-Gx)”. Debiera ser obvio
que el argumento es invilido: el que una cosa sea un FyunG
claramente no trae consigo que cada cosa sea un F.

La restriccién que v no ocurra libre en cualquier rengién an-
terior a &v asegura que v no ocurre libre en (3u)@u y, por lo tanto,
si v es diferente de g, v 210 ocurre libre en &y tampoco. El convenio
general nos asegura ya que no hay ocurrencia libre de n en &v.
De modo que la restriccién presente hecha sobre EI junto con el
convenio general implica la restriccién asociada con la equivalencia
l6gica (E), que v ocurre libre en &v en todos los lugares y solamente
en los lugares en que p ocurre libre en @,

La restriccién que v no ocurra libre en p sirve para evitar todo
uso (erréneo) subsecuente de la Generalizacién Universal para de-
ducir (u)®u como conclusién de (Ix)@u como premisa que por otro
lado serfa posible: porque si p se permitiese que contuviera una
ocurrencia libre de v podria ser & misma, de lo que UG podria
usarse para deducir la conclusién (u)®u.

La restriccién que v no ocurra libre en ningin renglén anterior
a &v sirve para prevenir que EI dé lugar a una “demostracién” err6-
nea como

1. @AyFr=~Fy) /.. @)Fx=~F)

2. (y)Fx= ~Fy) 1,UI
3. Fx=~Fx (incorrecto como parte de EI)
r 4. ()Fxr= ~Fx) 3, EG

5. (Ax)Fx= ~Fz) 2,3-4, EI (incorrecto)
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porque v (“x”) ocurre libre en el renglén 2 que precede a @v (“Fx =
~Fx”) en el renglén 3. Luego, “Fx= ~Fx” no es una & legitima
para usarse en la aplicacién de EI donde (3u)®u es “(Iy)(Fx =
~Fy)”. Es obvio que el argumento es invalido: falla para un modelo
que contenga cosas que son F y otras cosas que no son F, lo que
harfa verdadera la premisa mientras que la conclusién es falsa
en todo modelo porque es una autocontradiccién.

5. Generalizacién Universal. La foninulacién complicada y alta-
mente restringida de EI que acabamos de dar permite una formu-
lacién un tanto menos restringida de la regla de Generalizacién
Universal que ahora enunciamos como

()
UG: ——
()
bajo la condicién que v sea una variable que no ocurre libre en ()
P 0 en cualquier supuesto dentro de cuyo alcance esté do.

El convenio general que rige ®x y @v sirve para prevenir que
UG permita una “demostracién” errénea como

L (An)(y)Fx O ~Fy) /.. (x)(Fx D ~Fx)

2. (y)Fx D ~Fy)
3. FxD ~Fy 2, UI

4. (x)}(Fx D ~Fx) 3, UG (incorrecto)
5. (x(Fx D ~Fs) 1,2-4, EI

porque v (“y”) no ocurre libre en @ (“Fx D ~Fy”) en todos los
lugares en que . (“x”) ocurre libre en ®u (“Fx D ~Fx”). Por lo tanto,
“Fx O ~Fy” no es una @v legitima de la cual pueda obtenerse “(x)(Fx
2 ~Fx)” como (u)®u por UG. Debe ser obvio que el argumento es
invilido porque su premisa es verdadera si existe al menos una
cosa que no es un F mientras que su conclusién asevera que no
hay F en absoluto.

La restriccién que v no ocurre libre en (p Y®u sirve para prevenir
que UG dé lugar a una “demostracién” errénea como

1. (x)(Fx=Fx) /.".(x)y)Fx = Fy)

2. x=Fx 1,UI

3. (y)Fx=Fy) 2, UG (incorrecto)
4. (NyFx=Fy) 3,UG

porque v (“x™) ocurre libre en (u)®u(“(y)(Fx = Fy)"). Luego “Fx =
Fx” no es una v legitima de lo cual pueda deducirse “(y)(Fx = Fy)”
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como (x)®u por UG. Debe parecer obvia la invalidez del argumento
porque su premisa afirma solamente que una cosa €s una Fsiy
s6lo si es un F mientras que su conclusién afirma que de cualesquier
cosas xyy, xesun F si ysélosi yesunF también.

La restriccién que v no ocurra libre en cualquier supuesto dentro
de cuyo alcance se encuentre @y sirve para prevenir que UG permita
una “demostracién” errénea como

1. (IxFx /.. (0)Fx

2. Fy

3. (x)Fx 2, UG (incorrecto)
4. (x)Fx 1, 2-3, EX

porque v (“y”) ocurre libre en el supuesto “Fy” dentro de cuyo al-
cance se encuentra la premisa @v (“Fy”). Luego, en este caso “Fy”
no es una &v legitima de la cual pueda deducirse “(x)Fx” como
(x)@x por UG. El argumento desde luego, es obviamente invalido.

EJERCICIOS

Identificar y explicar todos los errores de las siguientes “demostraciones”
erréneas:

1.
2. (y)Fy 1, UG

3. Fx D (y)Fy 1-2, C.P.
4. (x)[Fx D (y)Fy] 3,UG

1

. (x)(Fx+Gx) /.. (Jx)Fx

2. Fx-Cx
3. Fx ; 2, Simp.
4. Fx

5 1,2-3, ElI
5. (3x)Fx 4, EG
3. 1. 3AwFr= Gy) /.. y)xi(Fxr = Gy)
2. (y)iFx = Gy) 1, Ul
3. Fx=Gy
4. (x){Fx = Gy) 3, UG
5. Ay)x(Fx = Gy) 4, EG
6. (Ay)x)(Fx = Gy) 2, 3-5, EI
4 1 (®)3y)NFx D Gy) /. Qy)(Fx D Cy)
2. (Ay)Fx 2 Gy) 1,UI
3. Fx D Gx
4. (®)(Fx O Gx) 3, UG
5. (Ay)x)(Fx D Gy, 4,EG
6. (Ay)(x)(Fx O Gy) 2, 3-5, E1




- {pAx)(Fx v Gy)
(3x (Fx v Gy)

(y)(Fx v Gy)
. (Axi(y)(Fx v Gy)
(Hx (y)Fxv Gy)
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/2. (AR)(y)Fx v Gy)

1, U1

3, UG
4, EG
2,3-5,EX

6. 1. (Aa)(y)[(Fx*Gx) 2 Hy) /.. (x)[(Fx+Ga) D Hx)
2. (y)(Fz-G2) D Hy)
3. (Fz-Gz) D Hy 2, UI
4. (30)[(Fx+Gz) D Hy) 3, EG
5. (y)3A0)[(Fx-Gy) D Hy] 4,UG
6. (y){3x)[(Fx-Gy) D Hy) 1,2-5, EI
7. (I)[(Fx-Gx) D Ha] 6, UL
7. 1. (Ix)Fx
2. (AnGx /.. (3x)(Fx-Cx)
3. Fy
4. Gy
5. Fy'Gy 3, 4. Conj.
6. (Ax)(Fx-Gx) 5,EG
7. (3x)(Fx-Gx) 2,4-86, EI
8. (3Ix)(Fx-Gx) 1,3-7,EI
8. L (3nAy)(Fxv Gy)-Hyl /.". x(y)Fy v Cx)
2. (3Y)[(Fx v Gy)-Hy]
3. (Fx v Gx)+Hx
4. Fxv Gx 3, Simp.
5. FxvGx 2,3-4, EI
6. Fxv Gx 1, 2-5, EI
7. (y}Fy v Gx) 6, UG
8. (x)(y)Fy v Cx) 7, UG

9. Fx-~Fx
10. (3x)(Fx*~Fx)

. (Ax)(Fx-~Fx)

3, Simp.
1,3-4, EI

6, Simp.
2,6-7, EI
5, 8, Conj.
9, EG

127
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10. 1. (x)[(Fx D Gx)-~Ga] /. (x)~Fx
~2. (O[(Fx D Gx)-~Gy]
3. (Fz D Gz)*~Gy 2, Ul
4. (9)(Fy > Gy)*~GCy) 3,UG
5. (Fu DO Gu)-~Gu 4, Ul
6. Fu O Gu 5, Simp.
7. ~Gu*(Fu D Gu) 5, Conm.
8. ~Gu 7, Simp.
9. ~Fu 6,8, M.T.
10. (x)~Fx 9, UG
11. (0)[(Fx D Gx}-~Gy] D (x)~Fx 2-10, C.P.
12. (w{(®)[(Fx D Gx)* ~CGw] D (x~Fx} 11,UG
13. (x)[(Fx D Gx)-~Ga] D (x}~Fx 12, UI
14. (x)~Fx 13,1, M.P.

6. Demostraciones de Validez Abreviadas. En esta etapa de nues-
tro trabajo es deseable abreviar la longitud de nuestras demostra-
ciones formales de validez permitiendo cortar camino en la aplicacion
de 1a lista original de Reglas de Inferencia. Podemos combinar cual-
quier aplicacién del principio de Doble Negacién con cualquier otro
paso, lo que nos va a permitir pasar directamente de “~ADB” a
“AvB”, o viceversa sin tener que escribir el paso intermedio
“ . ~AvB”. Podemos acortar tediosas aplicaciones del principio de
Conmutacién permitiendo no sélo “A .. A v B” por el principio de Adi-
cién sino inferencias tales como “A .".Bv A”. También permiti-
mos inferencias tales como “Av B, ~B..A” por el principio del
Silogismo Disyuntivo asi como “A v B, ~A .". B”. Dado que la defini-
cién de la Implicacién Material y el principio de Distribucién pueden
siempre usarse para obtener “A D (B-C)” a partir de “(AD B)-
(A D C)” y viceversa, nuestras demostraciones pueden abreviarse
permitiendo aplicar la Distribucién a condicionales cuyos conse-
cuentes sean conjunciones. Esto equivale a agregar la forma
“IPD(g-)=[(pDgq) (pDr)]°” a nuestra lista como una ver-
sion alternativa del principio de Distribucién. Aplicando repetida-
mente los principios de Asociacién y Conmutacién podemos redis-
poner los términos de cualquier conjuncién o disyuncién como
deseemos. Asi, podemos acortar nuestras demostraciones omitiendo
paréntesis, corchetes, etc., de las conjunciones de 3 cualesquiera
0 més proposiciones. As{, proposiciones tales como “A-{B-[C-(D-
E))”, “[(A-B)-IC: (D-E)V", “(A-B)-[(C-D)-EI", “[(A-B)-C]:
(D-E)’, “lA-(B-C)]- (D-E)’, “{I(A-B)-C]-D}-E", “A-[(B-C)
«(D-E)]”, ... todas se escribiran indiferentemente como “A-B-C -
D-E”, y cualquier permutacién se justificard simplemente por el
principio de Conmutacién. Ain mas, si se desea inferir la conclusién
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de algunos de los conjuntos indicados, en cualquier orden, puede
hacerse esto en un solo paso y puede justificarse por el principio
de Simplificacién. Asf, de “A-B-C:D:E” podemos inferir “E - B -
D” en un solo paso. También el principio de Conjuncién puede apli-
carse a cualquier niimero de renglones para dar lugar a un nuevo
renglén que es la Conjuncién de todos ellos. Finalmente, se permitird
la reduccién telescépica de las reglas de lmplicacién Material, de
De Morgan, y Doble Negacién para obtener “~(A D B)” a partir
de “A- ~B” y viceversa, lo que viene a ser, agregar la forma “~(p
D q)=(p-~g)” a nuestra lista como una versién alternativa de
la Implicacién Material.

Al demostrar la validez de algunos argumentos deben usarse las
cuatro reglas de cuantificacién. Consideremos el argumento siguien-
te moderadamente complejo:

Si todas las medicinas estidn contaminadas, entonces todos los técnicos
negligentes son unos bribones. Si hay medicinas contaminadas, enton-
ces todas ]las medicinas estin contaminadas y son peligrosas. Todos
los germicidas son drogas. Sélo los negligentes son distraidos. Por lo
tanto, si cualquier técnico es distraido y si algunos germicidas estin
contaminados, entonces €] es un bribén.

Utdlizando abreviaciones méis o menos obvias se puede simbolizar y
demostrar como valido de la manera siguiente:

L @Dx D Cx D YI(Ny-Ty) D Syl

2. (3x)Dx-Cx] D (y)[Dy 2 (Cy*Uy)}

3. (1)[Gx D Dx}

4. (@[Ax D N1 /. @{(Tx-4z) O {(Ay)Gy-Cy] D Sz}}

— 5. Tu'Au
— 6. (Jy}[Gy-Cy]
— 7. CuwCw

8. Gw D Dw 3,01

9. Guw 7, Simp.

10. Dw 8,9, M.P.
11. Cw 7, Simp.
12. DwCw 10, 11, Conj.
13, (3x)fDx-Ca] 12, EG
14, (9)[Dy O (Cy-Uy)| 2,13, M.P.
15. Dz D (Cz+Uz) 14, UI
16. (Dz D Cz)+(Dz D Uz) 15, Dist.
17. DzDCz 16, Simp.
18. @[Dx D Cxl 17, UG

19, (y)MiNy-Ty) D Sy] 1,18, M.P.
20. (Nu-Tu) D Su 19, UI
21. Au 5, Simp.
22. AuD Nu 4, Ul
23. Nu 22,21, M.P.
24, Tu 5, Simp.
25. Nu-Tu 23, 24, Conj.
26. Su 20, 25, M.P.
27. Su 6,7-26, E1
28. {3yl[Gy-Cy] D Su 6-27,C.P.
29. (TwAu) D {(Iy){Gy-Cy|] D Su} 5-28,C.P.

. ({!Tx-Ax) D {(Fy)[Cy-Cy] D Sx}} 29, UG
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EJERCICIOS

1. Construir una demostracién formal de validez para cada argumento:

*1. (x)(Ax O Bx) 13. (Ax)Jxv (3y)Ky
. (x){Bx D Cx} D (Ak D Ck) (x){Jx D Kx)
2. (x)(Dx D Ex) . (Ay)Ky
".Da D [(y)(Ey D Fy) D Fa] 14. (x)Lx D M:r))
3. ([Gx D (y)Hy D I ()MIDNI
: [( x)Gx éy)(( )(yHy jy)l]y) -(3x)Lx D (Ay)Ny
4. ( x)Jx > (3y)Ky *15. (0){Ox D [(y)(Py D Qy) D Rx]}
. (An)[Jx D (Ay)Ky) (x){Rx 2 [(y)(Py D Sy) > T}
*5. 3I)Lr D (y)My S ([Py D (Qy+Sy)] D (x)}{Ox D Tx)
- (O[Lx :) (y)My] 16. (3n)[Ux-(y)(Vy O Wy)]
6. (r)(Nx D Ox) (®{Ux 2 [(Ay)(Xy- Wy) O Yx]}
(1(Px D [(y)(Py D Ny) D Ox]) - (Gy)Xy- Vy) O (32)Yx

17. (x){Ax D [(Iy)By D Cx]}
(x){Cx 2 [(3y)Dy D Ex]}
" (3x)(Bx-Fx) D [(y)Fy 2

7. (x)(Qx 2 Rx)
(x)(Sx O Tx)
“{(x)(Bx D Sx) D (yNQy D Ty) Dy) D (2)(Az D Ez)]
8. (Ix)Ux D (y)[(Uy v Vy) D Wy] , N
(Ax)Ux-(Ix)Wx 18. (T>"a!;2§g§3H)!QI
" (3x)(Ux- Wr) - Yy

0. (39Xx D (y)Yy O Zy) 19. (lylx = Jy)
* (I)(Xx- Ya) D (Ig)(Xy+ Zy) )E=nk = Jy)
*10. (3x)Ax O (y)(By D Cy) 20. (=) Ay)Kx-Ly)
(30Dx D (Iy)By L (Qypx)(Kx- Ly)
". (3x)(Az-Dx) D (y)Cy
1L. (x)(3y)(Ex v Fy)
" (x)Exv (Ay)Fy
12. (A5Gx v (y)(Gy D Hy)
(x)(Ix O ~Gx)
" (9(Gx D 1) D (y)Gy D Hy)

II. Al construir una demostracién formal de validez para cada w:» de los
argumentos que siguen, usar en cada caso la notacién sugerida pr" - ‘rando
que las férmulas simbélicas sean tan paralelas al castellano como se , 2da:

1. Ningin acrébata es torpe. Por lo tanto, si Alberto es un mesero y si
todos los mesercs son torpes Alberto no es un acrébata. (Ax, Tx,
Mx, a.)

2. Todos los perros falderos son mansos. Por lo tanto, si algunos perros
son excitables y ninguin perro excitable es manso, entonces mo son
perros falderos. (Fx, Mx, Px, Ex.)

3. Todos los acusados son culpables. Todos los convictos seran colgados.
Por lo tanto, si todos los que son culpables son comnvictos, entonces
todos los acusados serdn colgados. (Ax, Gx, Cx, Hx.)




*4.

*8.

10.

11.

*12.
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Si hay genios entonces todos los grandes compositores son genios. Si
alguien es temperamental, todos los genios son temperamentales. Por
lo tanto, si alguien es un genio temperamental, entonces todos los
grandes compositores son temperamentales. (Gx: x es un genio. Cx:
x es un gran compositor. Px: x es una persoma. Tx: x es tempera-
mental.)

. Cualquier automévil que tenga buenos frenos es seguro para el rou-

ductor y seguro para los pasajeros. Por lo tanto, si un automi /il es
nuevo, entonces, si todos los automdéviles nuevos tienen buenos fre-
nos, es seguro para el conductor. (Ax; x es un automévil. Fx; x
tiene buenos frenos. Cx: x es seguro para el conductor. Px: x es
seguro para los pasajeros. Nx: x es nuevo.)

O todos los invitados se divirtieron o algunos invitados disimularon
sus sentimientos. Ninguna persona honesta debiera disimular sus sen-
timientos. Por lo tanto, si todos los invitados son personas honestas
entonces todos los invitados se divirtieron. (Ix: x es un invitado. Dx:
x se divirtié. Dx: x disimula sus sentimientos. Hx: x es honesto.
Px: x es una persona.)

. Cualquier hombre de negocios que sea un poeta debe ser rico. Todos

los hombres ricos son conservadores. Si algiin conservador no ama la
poesia entonces ningin poeta es conservador. Por lo tanto, si hay
un hombre rico que no ama la poesia entonces ningin hombre de
negocios es poeta. {(Nx: x es un hombre de negocios. Px: x es un
poeta, Rx: x es un hombre rico. Cx: x es un conservador. Ax: x ama
la poesia.)

Todas las sustancias radiactivas o son de corta vida o tienen valor
médico. Ningin is6topo del uranio que sea radiactivo tiene una
vida corta. Por lo tanto, si todos los is6topos del uranio son radiact-
vos, entonces todos los is6topos del uranio tienen valor médico. (Rx:
x es radiactivo. Sx: x tiene una vida corta. Mx: x tiene valor médico.
Ux: x es un is6topo del uranio.)

. Ningiin testigo cuerdo mentirfa si su mentira lo implicase en un

crimen. Por lo tanto, si cualquier testigo se implicara en un crimen,
entonces, si todos los testigos fuesen cuerdos, ese testigo no minti6,
(Cx: x estd cuerdo. Tx: x es un testigo. Mx: x miente. Ix: x se im-
plica en un crimen.)

Si falta alguna joya, entonces, si todos los sirvientes son honestos
serd devuelta. Si cualquier sirviente es honesto todos lo son. De modo
que si falta alguna joya, entonces si al menos un sirviente es honesto,
serd devuelta. (Jx: x es una joya. Fx: x falta. Sx: x es un sirviente.
Hx: x es honesto. Dx: x sera devuelta.)

Si hay liberales todos los fil6sofos son liberales. Si hay humanistas,
entonces todos los liberales son humanistas. Por lo tanto, si hay hu-
manistas que sean liberales, entonces todos los filésofos son huma-
nistas. (Lx: x es un liberal. Fx: x es un filésofo. Hx: x es un hu-
manista.)

Si algo se pierde entonces si cada cual aprecia sus pertenencias se
sabrd que se ha perdido. Si alguien aprecia sus pertenencias, entonces
todos las aprecian. Por lo tanto, si algo se pierde, entonces, sl alguien
aprecia sus pertenenclas entonces algo se habrd perdido. (Hx: x se ha
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perdido. Px: x es una persona. Ax: x aprecia sus pertenencias. Mx:
x se sabrd que se ha perdido.)

4.6. Verdades Logicas que Involucran Cuantificadores

En el Cap. 2 las tablas de verdad se usaron no solamente para
establecer la validez de los argumentos sino también para certificar
la verdad légica de los proposiciones (tautologias tales como “Av
~A”) la nocién de una proposicién légicamente verdadera es, por lo
tanto, familiar. Como hemos visto, no cualquier argumento valido
puede establecerse por el método de las tablas de verdad: algunos
de ellos se demuestran como vilidos usando reglas de cuantifica-
cién. De manera semejante, no cualquier proposicién légicamente
verdadera se puede certificar por el método de las tablas de verdad:
algunas de ellas se demuestran usando reglas de cuantificacién.

El método usado al demostrar la verdad l6gica de las tautologias
fue presentado en el Cap. 3. Una demostracién de la verdad légica
de la tautologia “A D (A v B)” puede escribirse como

1. A
F2. AvBEB 1, Ad.

3. AD(AvB) 1-2,CP.

Al demostrar la verdad légica de proposiciones que involucran cuan-
tificadores tendremos que recurrir no solamente a la lista original
de formas de argumento vilidas elementales y al principio refor-
zado de la Demostracién Condicional, sino también a nuestras reglas
de cuantificacién. Asi, una demostraciéon de la verdad légica de la
proposicién “(x)Fx O (3 x)Fx” se puede escribir como

1. (0)Fx
2. Fy 1, U1
3. (A)Fx 2, EG

4. (WFx D (3Fx 1-3,C.P.

(Tal como al discutir la validez de los argumentos, en la discusién
de la verdad légica de las proposiciones explicitamente limitamos
nuestras consideraciones a universos 0 modelos posibles no vacios.)

Otras proposiciones 16gicamente verdaderas que involucran cuan-
tificadores requieren demostraciones mas complicadas. Asf, por
ejemplo, la proposicion légicamente verdadera “(x)Fx D ~( Ix)
~Fx” tiene la siguiente demostracién:
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—— 1. (3x)~Fx

2. ~Fy
3. (0)Fx
’_) 4. Fy 3, UI
5. (x)Fx D Fy 3-4,C.P.
6. ~(x)Fx 5,2, M.T.
7. ~(x)Fx 1, 2-6, EI
8. (Ix)~Fx D ~(x)Fx 1-7,C.P.
9. (x)Fx O ~(3x)~Fx 8, Trans., D.N.

De manera semejante, la verdad de “~( 3x)~Fx O (x)Fx” se de-
muestra como sigue:

1. ~(3x)~Fx
2. ~F
f 3. (Ix)~Fx 2,EG
4. ~Fy D (Ix)~Fx 2-3,C.P.
5. Fy 4,1, M.T, D.N.
6. (xFx 5, UG

7. ~(3x)~Fx O (x)Fx 1-6,C.P.

Dadas las verdades légicas establecidas por las dos demostracio-
nes precedentes, las conjuntamos para obtener la equivalencia
“(x)Fx= ~(3x)~Fx", que es una verdad légica ya sefialada en
la Sec. 4.1. Como nuestra demostracién de esta equivalencia no de-
pende de las peculiaridades de la funcién proposicional “Fx”, la equi-
valencia es vilida para toda funcién proposicional. Y como nuestra
demostracién no depende de las particularidades de la variable “x”,
la equivalencia es valida no solamente para cualquier funcién pro-
posicional sino también para cualquier variable individual. La forma
de equivalencia (v)&v = ~(3v)~%v se ve asi que es ldgicamente
verdadera y puede agregarse a las otras equivalencias de nuestra
lista de Reglas de Inferencia. Nos permite intercambiar vélidamente
(v)@ y ~( Iv)~v siempre que ocurran. Esta conexién entre los
dos cuantificadores por medio de la negacién se adoptari ahora
como una regla adicional de inferencia, y puede usarse al construir
demostraciones formales de validez y demostraciones de verdad 16-
gica. Cuando se use asf las letras “QN” (para negacién de cuantifi-
cador) debieran escribirse indicando el principio al que se esti
recurriendo. Debiera ser obvio que las formas

~(¥)®y = (v)~b»
(p)~Ov = ~(v)d»
~(p)~Pr = (r)D»
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son légicamente equivalentes entre s{ y con la forma QN vy, por lo
tanto, son légicamente verdaderas.

Algunas verdades logicas obvias se enuncian en forma simple y
con facilidad se demuestran con nuestra herramienta simbélica pre-
sente. Un bicondicional légicamente verdadero para cualesquier
funciones proposicionales “Fx” y “Gx” es

[(x)Fx+ (x)Gx] = (x)(Fx+ Ga)

que asevera lo siguiente: cada cosa tiene el atributo F y cada cosa
tiene el atributo G si y sélo si cada cosa tiene ambos atributos F y G.
Las demostraciones de las dos implicaciones involucradas pueden
escribirse una al lado de la otra:

— 1. (x)Fx(x)Gx 1. (x)(Fx+Gx)
2. (x)Fx 1, Simp. rz. Fy-Gy 1, U1
3. (0Gx 1, Simp. 3. Fy 2, Simp.
4. Fy 2, Ul 4. Gy 2, Simp.
5. Gy 3, U1 5, (x)Fx 3, UG
6. Fy-Gy 4, 5, Conj. 6. (0Gx 4, UG
7. (x)(Fx-Gx) 6,UG 7. (x)Fx*(x)Gx 35,6, Conj.
8. [(x)Fx+x)Gx] D (x)(Fx*Gx) 8. (x)(Fx-Gx) D [(x)Fx+{x)Gx]
1-7,C.P. 1-7,C.P.

Otra verdad légica esta en la forma de un condicional y no de
un bicondicional. Se le escribe, como
[(x)Fx v (x)Gx] D (x)(Fx v Gx)
y afirma que si cada cosa o es un F o cada cosa es un G, entonces

cada cosa es un F o un G. Su demostracién involucra hacer varios
supuestos de alcance limitado y se le puede escribir como

—> 1. (x)Fxv (x)Gx
— 2. (x)Fx
3. Fy 2, Ul
4. FyvGy 3, Ad.
5. (x)(Fxv Gx) 4,UG
6. (x)Fr D (x)(Fxv Gx) 2-5, C.P.
— 7. (0)Gx
8. Gy 7, Ul
9. FyvGy 8, Ad.
10. (x)}(Fxv Gx) 9, UG
11. (x)Gx D {x)(Fx v Gx) 7-10, C.P.
12. [(x)Fx D (x)(Fx v Gx)]*[(x)Gx D (x){(Fxv Gx)] 6, 11, Conj.
13. (x)(Fxv Gx) v (x)(Fx v Gx) 12,1, C.D.
14. (x)(Fxv Gx) 13, Taut.
15. [(x)Fxv (x)Gx] D (x)}(Fx v Gx) 1-14, C.P.
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El reciproco de este condicional, sin embargo, no es légicamente
verdadero. El reciproco afirma que si todo elemento es un F o un
G entonces o todo es F o todo es G. El que este reciproco no es siem-
pre verdadero puede verse al reemplazar “G” por “~F” ya que “(x)
(Fxv ~Fx)” es verdadero para cualquier predicado “F” mientras
que hay pocos predicados para los cuales se tiene “(x)Fx v (x)~Fx".
Otra verdad légica condicional en la forma es

(3x)(Fx* Gx) D [(Ix)Fx+ (Ix)Ga]

Su demostracién es totalmente directa y se deja como un ejercicio.
Que su reciproca no es verdadera, en general, puede verse nueva-
mente al reemplazar “G” por “~F”. Para la mayoria de los predicados
“F” la proposicién “(3x)Fx - ( 3x)~Fx” es verdadera (es decir, “algo
es redondo y algo no es redondo”), pero para cualquier “F” la propo-
sicion “(3x)(Fx - ~Fx)” es légicamente falsa.

Ya se ha visto que las funciones proposicionales >ueden contener
proposiciones y/u otras funciones proposicionale. .omo componen-
tes. Ejemplos de funciones proposicionales seme ..ntes son

Fx:Ga, Fxv Fy, Gy v (2)Hz, Gw D k..

Cuando funciones proposicionales tales como éstas se cuantifican
para obtener

(@)[Fx- Ga], (x)[Fx v Fy), (3y)[Cy v (z)Hz], (z)|Gw D Fz), ...

tenemos proposiciones y/o funciones proposicionales que estin den-
tro de los alcances de los cuantificadores, aunque los cuantifica-
dores no tienen un efecto real sobre estas expresiones. Cuando un
cuantificador respecto a una variable dada es prefijado a una expre-
sién, su unico efecto es el de ligar ocurrencias previamente libres
de esa variable. En las expresiones antes escritas, las proposiciones
“Ga” y “(z)Hz" y las funciones proposicionales “Fy” y “Gw”, aunque
se encuentran dentro de los alcances de los cuantificadores “(x)”,
“(3y)”, “(x)” y “(z)” respectivamente, no estin realmente afec-
tadas por ellos. En dondequiera que se tenga una expresién que
contiene un cuantificador sobre la variable » y dentro de cuyo alcance
se encuentra ¢ una proposicién o una funcién proposicional que no
contiene ocurrencias libres de x, la expresién total es légicamente
equivalente a otra expresién en la que el alcance del cuantificador
sobre ;. no se extiende sobre esta proposicién o funcién proposicional.
Un ejemplo o dos aclarardn esta cuestién. En lo que sigue, sea “Q”
0 una proposicién o una funcién proposicional que no contiene ocu-
rrencias libres de la variable “x” y sea “Fx” una funcién proposicional
que al menos contiene una ocurrencia libre de la variable “x”. Nues-
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tra primera equivalencia ldégica es aqui entre la cuantificacién uni-
versal de “Fx - Q” y la conjuncién de la cuantificacién universal de
“Fx” con “Q” que mdis brevemente se expresa como

(x)(Fx-Q) = [()Fx-Q]

La demostracion de esta equivalencia se puede escribir como

1. 1. (x)Fx-Q

2. 1, UL 2. (x)Fx 1, Simp.

3. 2, Simp. 3. Fx 2 Ul

4. 3, UG 4. Q. 1, Simp.

5. 2, Simp. 5. Fx*Q 3,4, Coni.

6. ( 4, 5, Conj. 6. (x)(FxQ) 5,UG

7. @F0) O [(®Fx-Q] 7. [@Fx Q] D @(Fx-Q)
1-6, CP. 1-6, C.P.

Otra equivalencia légica también existe entre la cuantificacién
universal de “Q O Fx” y el enunciado condicional cuyo antecedente
es “Q” y cuyo consecuente es la cuantificacién universal de “Fx”. La
primera afirma que dado cualquier individuo x, Q implica que x
tiene F y es equivalente a Q implica que dado cualquier individuo
x, x tiene F. Nuestra expresion simbdlica de esta equivalencia es

(Q D F) =[Q D ()F4]

Su demostracion se construye facilmente:

L (x(Q D Fx) 1. QD (»Fx
2. QDFx 1, UL 2. Q
3. Q 3. (¥Fx 1,2, M.P.
4. Fx 2,3, M.P. 4. Fx 3, Ul
5. (n)Fx 4, UG 5. QD Fx 2-4,C.P
6. QD xF 3-5CP 6. (x(Q D Fx) 5,UG
7. (x}(Q D Fx} D 7. [Q D (x)Fx} D
[0 D (x)Fx] 1-6,C.P. (x)(Q D Fx) 1-6,C.P.

El mismo esquema de equivalencia se tiene para la cuantificacion
existencial de “Q D Fx” y el enunciado condicional “Q O (3x)Fx”.
El primero asegura que al menos hay un individuo x tal que Q im-
plica que x tiene F y es equivalente a Q implica que cuando menos
hay un individuo x tal que x tiene F que es lo afirmado por el se-
gundo. Su demostracién se construye muy facilmente, y queda como
ejercicio,

Sin embargo, el esquema de equivalencia es diferente cuando
“Q” ocurre como consecuente y no como antecedente. Aunque la
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cuantificacién universal de “Fx D Q” implica “(x)Fx D Q” no es
implicada por la tultima. Hay una equivalencia, sin embargo, entre
dado cualquier x, si x tiene F entonces Q y si hay cuando menos
un x tal que x tiene F, entonces Q, que se establecié informalmente
en el parrafo 4 de este capitulo y se expresa simbdlicamente como

(x)(Fx D Q)= [(30)Fx D Q]

Y aunque la cuantificacién existencial de “Fx O Q” esta implicada
por “(3x)Fx O Q”, no implica la ultima. Hay una equivalencia, sin
embargo, entre hay cuando menos un x tal que si x tiene F entonces
Qy si dado cualquier x, x tiene F entonces Q que se expresa simbé-
licamente como

(In(Fx D Q) = [WFx D Q)

Esta equivalencia légica proporciona un método alternativo para
simbolizar una de las proposiciones discutidas en la Sec. 4.4:

Si algo estd mal en la casa, entonces todos en la casa se quejan.
La traduccién dada ahi se abrevia a
(A)Wx D (y)(Py D Cy)
que como acabamos de observar es légicamente equivalente a
®[Wx D (y)(Py D Cy)]

Concluiremos nuestra discusién de las proposiciones légicamente
verdaderas que involucran cuantificadores dirigiendo nuestra aten-
cibn a cuatro proposiciones légicamente verdaderas que no son
equivalencias ni condicionales, Corresponden en cierto sentido a
nuestras reglas de cuantificacién:

L (yl=)Fx O Fy]

2. (y){Fy D (3x)Fx]

3. (3y)Fy D (x)Fx]

4. (Ay[(Ix)Fx D Fy]

La primera de éstas corresponde a Ul al decir, como de hecho dice,
que dado cualquier individuo y si cualquier individuo tiene el atri-
buto F entonces y lo tiene. Su demostracién es casi trivialmente ob-
via y procede como a continuacién:

1. {(x)Fx
FQ. Fz 1, Ul

3. (9FxD Fz 1-2,C.P.
4. (y)|®Fx D Fy] 3,UG
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La segunda corresponde a EG al afirmar que si cualquier individuo
dado y tiene el atributo F entonces algo tiene F. La tercera y la
cuarta correspondientes a UG y EI no son tan obvias de forma inme-
diata, pero son légicamente verdaderas y se demuestran con mucha
facilidad. Puede darse una explicacién intuitiva por referencia al
general y estadista ateniense Aristides, con frecuencia llamado “El
justo”. Tan sobresaliente era Aristides por su rectitud que los ate-
nienses adoptaron el dicho:

Si alguien es justo, Aristides es justo.

Con respecto a cualquier atributo, siempre hay un individuo y
tal que si cualquier cosa tiene el atributo, y lo tiene. Eso es lo afir-
mado por la cuarta proposiciéon de antes que corresponde a EI. El
asunto puede describirse de otra manera. Si nos ocupamos no del
atributo de ser justo sino de su inverso, el atributo de ser corruptible,
entonces el sentido del primer dicho ateniense también se expresa

Si Aristides es corruptible, entonces cualquiera es corruptible.

Generalizando otra vez, podemos observar que respecto a cualquier
atributo siempre hay algin individuo y tal que si y tiene ese atri-
buto todo tiene ese atributo. Esto es lo que se afirma en la tercera
proposicién de antes que corresponde a UG. Su demostracion pro-
cede como:

— L ~(3y[Fy O (x)F]

2. (y)~[Fy O (x)Fx] 1, QN

3. ~[Fy D (x)Fx] 2, Ul

4. Fy-~(x)Fx 3, Impl.

5. Fy 4, Simp.

6. (x)Fx 5, UG

7. (MFxv (3dy)Fy D (x)Fx] 6, Ad.

8. ~{(x)Fx 4, Simp.

9. @y)[Fy D (x)Fx] 7,8,D.S.

10, ~@y)[Fy O (x)Fx] D Qy)[Fy D (x)Fx] 1-9,C.P.
11. (Ay)[Fy D (x)Fx] v (3y)[Fy D (x)Fx] 10, Impl., D.N.
12. (Ay)[Fy D (x)Fx] 11, Taut.

Aunque no lo demostraremos sino en el Cap. 9, los métodos de de-
mostraciéon hasta ahora construidos (técnicas para la “Deduccién
Natural”, como a veces se les llama) permiten la demostracién de
todas las proposiciones légicamente verdaderas formadas mediante
conectivos de funcién de verdad y la cuantificacion de variables
individuales. También se demostrard que solamente las proposicio-
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nes que son légicamente verdaderas se pueden demostrar con estas
técnicas.

EJERCICIOS

Construir demostraciones para las siguientes en donde Q es o una propo-
sicién o una funcién proposicional sin ocurrencias libres de la variable “x”:

1. (x)(Fx D Q) = [(3x)Fx D Q}

(=]

(
(
(
[
3
. (Jx)(Fx-Q) = [(3x Fx-Q]
(
(
(
(
(

. (3x)(Fx+Gx) D [(Ix)Fx:(3x)Gx]
. (x)(Fx D Gx) D [(x)Fx D (x)Gx]
*4,

(Ix)Fx D (Ax)Gx] D (Ix)(Fx D Gx)
2(Q D Fx) = [Q D (Ix)Fx]

. (@)(Fxv Q)= [(x)Fxv Q]
8.
. (3n)(Fx D Q) = [(x)Fx D Q]
10.
11.
*12.
13.
14.
15.

I)(Fxv Q)= [ Hx)Fx v Q]

yiFy O (3I)Fr]

Ay{(Ix)Fx D Fy)

(Fx)Fx v (Ix)Gx] = (x)(Fx v Gx)
x)(Ay)(Fx-Gy) = Ay)(x)(Fx-Gy)
x)(3y)(Fx v Gy) = (y)(x)Fr v Gy)
)

(
(
(
(=) y)Fx O Gy) O [(WFx O (Iy)Gy]






La Ldgica de las
Relaciones

5.1. Simboles para las Relaciones

Algunas proposiciones que contienen dos o mis nombres propios
(de individuos) correctamente se entienden como compuestos de
funcién de verdad de proposiciones singulares con diferentes térmi-
nos sujetos. Por ejemplo, la proposicién

Lincoln y Grant fueron presidentes.

se comprende correctamente como la conjuncién de las dos propo-
siciones singulares

Lincoln fue un presidente y Grant fue un presidente.

Pero para algunas otras proposiciones que tienen el mismo esquema
verbal ese andlisis es enteramente insatisfactorio. Asf, la proposicién

Lincoln y Grant eran amigos.

definitivamente 7o es una conjuncién o cualquier otra funcién de ver-
dad de

Lincoln era amigo y Grant era amigo*

Por el contrario, al dividir la proposiciéon de esta manera se des-
truye su significacién, puesto que lo que quiere decir no es que
ambos Lincoln y Grant fuesen amigos sino que eran amigos el uno
del otro. La proposicién dada no asevera que Lincoln y Grant tuvie-
sen ambos un cierto atributo sino que estaban en cierta relacién.
No se dice simplemente que Lincoln fuese amigo (signifique esto
lo que signifique), sino que era amigo de Grant. Otras proposicio-
neés que expresan relaciones entre dos individuos son

Juan ama a Marfa.

Platén fue un estudiante de Sécrates.

* En el original, “were acquainted” r dein “se conocfan”. En la forma traducida es
més claro el ejemplo aunque mo histéricamente verdadero. (N. del T.)
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Isaac era un hijo de Abraham.
Nueva York estd al oriente de Chicago.
Chicago es mis pequefio que Nueva York.

Relaciones como éstas que pueden darse entre dos individuos son
llamadas binarias o diddicas. Otras relaciones pueden relacionar
tres o mas individuos. Por ejemplo las proposiciones

Detroit estd entre Nueva York y Chicago.
Elena present6 a Juan, a Maria.
Norteamérica le gané las Filipinas a Espafa.

expresan relaciones ternarias o triddicas, mientras que las propo-
siciones siguientes expresan relaciones cuaternarias o tetrddicas:

Estados Unidos compré Alaska a Rusia por 7 millones de délares.
Juan trocé su vaca al traficante por un puiiado de habas.
Alberto, Guillermo, Carlos y Ricardo jugaron bridge juntos.

Las relaciones entran en los argumentos de varias maneras. Un
ejemplo de un argumento relacional es

Alberto es mayor que Guillermo.
Guillermo es mayor que Carlos.

Por lo tanto, Alberto es mayor que Carlos,
Un ejemplo un tanto més complicado que involucra la cuantifica-
cién es :

A Elena le gusta David.

cualquiera A que le guste-David le gusta Tomds.
A Elena sélo le gustan los hombres bien parecidos.

Por lo tanto, Tomis es un hombre bien parecido.

Una inferencia ain un poco méas compleja que involucra cuantifi-
cacién miltiple es la siguiente:

Todos los caballos son animales.

Por lo tanto, la cabeza de un caballo es la cabeza de un animal.

Esta tGltima es una inferencia valida que, como observé De Morgan,
no podria hacerse con toda la légica aristotélica. Hacerla valida con
nuestra herramienta de cuantificadores y funciones proposicionales
es lo que nos proponemos en la seccién siguiente.

Antes de discutir demostraciones de validez para argumentos
relacionales (que no requerirén mas métodos de demostracién que
los que desarrollamos en el capitulo precedente) debemos tratar el
problema de simbolizar las proposiciones relacionales. Asf como un
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simbolo de predicado puede ocurrir en diferentes proposiciones, tam-
bién un solo simbelo de relacién puede ocurrir en diferentes propo-
siciones. Asi como tenemos el predicado “humano® comin a las
proposiciones:

Aristételes es humano.
Platén es humano.
Sécrates es humano.

asi también tenemos la palabra de relacién “enseié” comin a las
proposiciones

Sécrates enseité a Platén.
Platén ensefié a Aristételes.

Y asi como consideramos las tres proposiciones sujeto-predicado como
instancias de sustitucién diferentes de la funcién proposicional “x es
humano”, asi también podemos considerar las dos proposiciones
relacionales como instancias diferentes de sustitucién de la funcién
proposicional “x ensefi6 a y”. Reemplazando la variable “x” por la
constante “Sécrates” y la variable “y” por la constante “Platén” obte-
nemos la primera proposicién; reemplazando la “x” por “Platén” y la
“y” por “Aristételes” nos da la segunda. El orden del reemplazo es de

mucha importancia aqui: si “x” se reemplaza por “Aristételes” y “y
por “Platén”, el resultado es la proposicién falsa

Aristételes ensenié a Platén.

Asi como una funcién proposicional de una variable tal como
“x es humano” se abreviaba “Hx”, asi también una funcién propo-
sicional de dos variables tal como “x ensefi6 a y” se abrevia “Exy”.
De manera semejante, la funcién proposicional “x estd entre y y z”
se abreviard “Bxyz”, y la funcién proposicional “x cambié y a z por
w” se abreviard “Txyzw”. Nuestro primer ejemplo de un argumento
relacional no involucra cuantificadores y se simboliza muy ficil-
mente. Usando las constantes individuales a, b y ¢ para denotar
Alberto, Guillermo y Carlos y la expresién “Mxy” para abreviar “x
€S mayor que y” tenemos

Mab
Mbc
.. Mac

Nuestro segundo argumento no es mucho mi4s dificil, pues ninguna
de sus proposiciones contiene mas de un solo cuantificador. Usando
las constantes individuales “h”, “d” y “t” para denotar Helen, David
y Tomas, respectivamente, “Gx” para abreviar “x es un hombre bien
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parecido” y el simbolo “Lxy” para abreviar “a x le gusta y”, el argu-
mento se puede simbolizar como

1. Lhd
2. (x)}(Lxd D Lxt)
3. (xf{Lhx D Gx)
Gt
Una demostracién de su validez se construye con tanta facilidad

que podemos escribirla de una vez. Refiriéndonos a las premisas
numeradas anteriormente la demostracién procede como:

4. Lhd D Lht 2,U1
5. Lht 4,1, M.P.
6. LD Gt 3,U1
7. Gt 6,5, M.P.

Simbolizar las proposiciones relacionales se hace més com-
plicado cuando son varios los cuantificadores que ocurren en una
proposicién. Nuestra discusién del problema se verd simplificada
limitando nuestras consideraciones para empezar a las dos constan-
tes individuales “a” y “b” y la funcién proposicional “x atrae y” que
se abrevia “Axy”. Los dos enunciados “a atrae b” y “b es atraido
por a” tienen obviamente el mismo significado, el primero expre-
sando el significado con el uso de una voz activa, y el segundo con
el uso de una wvoz pasiva. Ambos enunciados se traducen directa-
mente en la Unica férmula “Aab”. De manera semejante, los dos
enunciados “b atrae a” y “a es atraido por b” se simbolizan ambos
por la férmula “Aba”. Estas dos diferentes instancias de sustitucién
de “Axy” son légicamente independientes entre si, pues una puede
ser verdadera sin acarrear la verdad de la otra,

Estamos todavia en un terreno elemental y bien conocido cuando
simbolizamos

€«

a atrae todo”
“todo es atraido por a”

}como “(x)Aax”,

“a atrae algo”

“algo es atraido por a”} como “(3x)Aax”,

“todo atrae a”

¢ » ¢ como “(x)Axa”
“a es atraido por todo () ’

“algo atrae a”

“a es atrafdo por algo"} como “(3x)Axa”.
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Pero el problema de simbolizar se hace mas complejo cuando deja-
mos por completo de usar las constantes individuales y consideramos
proposiciones relacionales que son completamente generales, Las
més simples proposiciones de esta clase son

Todo atrae todo.

Todo es atraido por todo.

Algo atrae algo.

Algo es atraido por algo.

Nada atrae cosa alguna.

Nada es atraido por cosa alguna.,

O Uk W

que se simbolizan con las férmulas:

(x)(y)Axy
Ey)(r)Axy

1
2
3.
4.
5
6

En sus formulaciones en el lenguaje espariol las proposiciones 1 y 2
son claramente equivalentes entre si,comoloson3y4ys5 y 6. Las
dos primeras equivalencias ficilments se establecen para las tra-
ducciones simbélicas correspondientes :

1. (0(y)Axy 1. (3x)(dy)Axy
2. (yAwy 1,UI 2. (3yAwy
3. Awv 2, Ul 3. Aws
4, (x)Axv 3, UG 4. (3x)Axv 3,EG
5. (yx)Axy 4,UG 5. (Ay)Ix)Axy 4,EG
6. (D(y)Axy D (y)(x)Axy 6. (dy)IxAxy 2, 3-5,EI
1-5, C.P. 7. (Ay)(3nAxy 1,2-6, EI
8. (NAy)Axy O (Ay)(InAxy
1-7, C.P.

Estas demuestran la verdad légica de los condicionales mis que de
las equivalencias, pero sus inversos se pueden establecer siguiendo
el mismo esquema de argumento. (La equivalencia entre las Férmu-
las 5 y 6 claramente se establece siguiendo el mismo modelo de
argumento que demuestra la equivalencia entre 1 Yy 2)

Cuando consideramos los 2 siguientes enunciados

7. Todo atrae algo.
8. Algo es atraido por todo.
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no hay ya equivalencia légica o el mismo significado. La oracién 7 no
es enteramente libre de ambigiiedad y en algunos contextos €x-
cepcionales podria alterarse su significado, pero su interpretacién
mds natural no es que hay una cosa que es atraida por todas las
cosas, sino que todo atrae una cosa u otra. La simbolizamos por
sucesivas parafrasis escribiendo primero

(x)(x atrae algo)

y entonces simbolizando la expresién “x atrae algo” del mismo modo
en que simbolizamos “a atrae algo”." Esto nos da la férmula

7. (®)(3y)Axy

La oracién 8 también es susceptible de interpretaciones alternativas
una de las cuales la haria sinénima de la oracién 7 significando
gue una u otra cosa es atraida por una cosa (dada). Pero una ma-
nera perfectamente directa de entender la oracién 8 es tomarla como
aseveracion de que alguna cosa es atraida por todas las cosas. Tam-
bién se le simboliza paso a paso escribiendo primero

(3y)(y es atraido por todas las cosas)

y entonces simbolizando la expresién “y es atraido por todo” del
mismo modo que simbolizamos “a es atraido por todo”. Esto nos
da la férmula

8. (Ay}x)Axy

Hay cierta semejanza equivoca entre las Férmulas 7 y 8. Ambas
consisten en una funcién proposicional, “Axy”, a la que se aplica un
cuantificador universal con respecto a “x” y un cuantificador exis-
tencial con respecto a “y”. Pero el orden en el que los cuantificadores
estin escritos es diferente en cada caso, y eso hace un mundo de
diferencia entre sus significados. La Férmula 7 en la que el cuanti-
ficador universal se presenta primero afirma que dada cualquier
cosa hay alguna u otra cosa que la cosa dada atrae. Perola Férmula 8
en que el cuantificador existencial viene primero afirma que hay
cierta cosa tal que cada cosa la atrae. Si 2 cuantificadores se aplican
sucesivamente a una funcién proposicional y si ambos son univer-
sales o ambos existenciales su orden no importa como se muestra
con la equivalencia de las Férmulas 1y 2, 3y 4,y 5y 6. Pero si un
cuantificador es universal y el otro existencial, el orden de genera-
lizacién o cuantificacién es de gran importancia.

Aungue las Férmulas 7 y 8 no son equivalentes, no son indepen-
dientes. La primera es validamente deducible de la segunda. La de-
mostracién es facil como se ve a continuacién:
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L (@yaxy

2. (x)Axv

3. Auv 2, Ul

4. (yAuy 3,EG

5. (Ay)Auy 1,2-4, EI
6. (x)(Iy)Axy 5,UG

Pero la inferencia es vilida solamente en una direccién. Todo intento
de deducir la Férmula 8 a partir de la 7 inevitablemente violarj
una de las restricciones impuestas a UG. El argumento

#(3y)Axy

- (Ay)x)Axy
facilmente se demuestra que es invalido por €l método de la Sec. 4.3.
Para un modelo que sélo contenga los 2 individuos a y b, el argu-

mento dado es légicamente equivalente al argumento de funcién
de verdad

(Aaa v Aab)+(Aba v Abb)
.. (Aaa*Aba) v (Aab- Abb)

que se demuestra que es invédlido asignandole el valor T a “Aaqd” y
“Abb” y el valor F a “Aab” y “Aba”.

Un par semejante de proposiciones no equivalentes puede escri-
birse como '

9. Todo es atraido por algo.
10. Algo atrae todo.

Estas claramente son no equivalentes cuando el “algo” de 9 que
viene al final se entiende como “una u otra cosa” y el algo en 10
que viene al principio se entiende como “una cierta cosa”. Se les
simboliza como

9. (y)(3x)Axy
10.  (Ix)(y)Axy

Las proposiciones relacionales a veces se formulan como si fue-
ran simples aseveraciones sujeto-predicado. Por ejemplo, “a* fue
golpeado” tiene como interpretacién m4s plausible que “algo golped
a a”. Estas ocurrencias implicitas de relaciones frecuentemente se
sefialan usando la voz pasiva de un verbo transitivo. Nuestra sim-
bolizacién de proposiciones que contienen relaciones implicitas de-
biera guiarse por la consideracién del uso al que se destinan. Nuestro
propésito al simbolizar argumentos es el de ponerlos en una forma
conveniente para probar su validez. Nuestro objeto, por lo tanto,
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con respecto a un argumento dado, no es el de proporcionar un ana-
lisis teérico completo sino proporcionar un andlisis suficientemente
completo para el propésito en cuestion —probar la validez—. En
consecuencia, algunas relaciones implicitas pueden dejarse impli-
citas mientras que otras requieren un anélisis mayor, como quedard
claro en un ejemplo. Considerar el argumento

Quienquiera que haya visitado el edificio fue observado. Cualquiera que
haya observade a Andrews tendria que recordarle. Nadie recorddé a
Andrews. Por lo tanto, Andrews no visité el edificio.

La primera proposicién de este argumento contiene dos relaciones,
explicita la una, implicita la otra. Explicitamente tenemos la relacién
de alguien visitando el edificio. Es explicita porque se hace mencién
tanto del visitante como de lo que fue visitado por €l. Implicitamente
tenemos la relacién de alguien observando a alguien, que queda
implicita porque no se hace mencién del alguien que observa —mar-
cando la omisién por el uso de la voz pasiva—. Sin embargo, como
la dnica otra ocurrencia de “x visité el edificio” es también una
unidad, en la conclusién, no necesita tratarse como relacién en abso-
luto, sino que se le puede simbolizar como un simple predicado. Por
otro lado, como “x observé a y”, a pesar de que su ocurrencia es
meramente implicita en la primera premisa, se le debe explicita-
mente simbolizar como una relacién si se quiere demostrar la validez
del argumento. Pues su segunda ocurrencia no es una simple repe-
ticién de la unidad original; en lugar de eso aparece como una rela-
cién explicita con la primera variable cuantificada y la segunda
reemplazada por el nombre propio “Andrews”. Usando “a” para deno-
tar Andrews, “Va” para abreviar “x visité el edificio”, “Oxy” para
abreviar “x observé a y” y “Rxy” para abreviar “x recuerda a y”, una
traduccién simbélica y demostracién de validez para el argumento
dado se puede escribir como,

1. (x)[Vx D (3y)Oyx]

2. (x)[Oxa O Rxa]

3. (x)~Rxa /.. ~Va

4. Oza O Rza 2, UL

5. ~ARza 3, Ul

6. ~Oza 4,5, M.T.
7. (y)~Oya 6, UG

8. ~(3y)Oya 7, QN

9. Va D (3y)Oya 1, Ul

10. ~Ve 9,8, M.T.

Nuestra demostracién de validez para este argumento no se hubiera
mejorado en lo absoluto simbolizando “Andrews visité el edificio”
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como una instancia de sustitucién de la proposicién relacional “x
visité y” en lugar de la m4s simple “Vx”. Pero nuestra demostracién
de validez dependia de nuestra manera de simbolizar “fue observado”
explicitamente como una relacién.

Casi todos nuestros ejemplos anteriores eran ilustraciones de ge-
neralidad ilimitada, en los que se aseguraba que toda cosa estaba en
tal y cual relacién, o algo lo estaba, o nada lo estaba. Muchas pro-
posiciones relacionales no son tan “categéricas”. La mayoria de las
aserciones son mas modestas afirmando no que toda cosa esti en tal
y cual relacién sino que toda cosa lo hace si satisface ciertas condi-
ciones o restricciones. Asi podemos decir que

Todo es atraido por todos los imanes.
0 que
Todo lo que sea de hierro es atraido por todos los imanes.

La segunda es, desde luego, 1a m4s modesta de las dos afirmaciones
siendo menos gemeral que la primera. Mientras que la primera se
simboliza adecuadamente como

@)y)[My > Ayx]
donde “Mx” abrevia “x es un iman”; la segunda se simboliza
{W)lIx O (y)My D Ayx]

donde “Ix” abrevia “x est4 hecho de hierro”. Que esta traduccién

simbélica es correcta podemos verlo parafraseando la segunda pro-
posicién como,

Dada cualquier cosa, en absoluto, si estA hecha de hierro entonces es
atraida por todos los imanes.

Tal vez la mejor manera de traducir las proposiciones relacio-
nales a nuestro simbolismo 16gico es el Proceso paso a paso que ya
hemos ilustrado. Usémoslo nuevamente esta vez para proposiciones
de generalidad limitada. Consideremos primero la proposicién

Cualquier buen aficionado puede vencer a algin profesional.
Como primer paso escribimos
(x){(x es un buen aficionado) o (x puede vencer a algin profesiona.l)}.
A continuacién el consecuente del condicional entre corchetes
x puede vencer a algin profesional
se simboliza como una generalizacién de la expresién cuantificada:

(3y)[(y es un profesional) - (x puede vencer a y)]
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Ahora, usando las abreviaciones obvias, “Gx”, “Px” y “Bxy” para
«y es un buen aficionado”, “x es un profesional” y “x puede vencer
a y”, la proposicién dada se simboliza mediante la férmula

®)[Gx D (Ay)(Py* Bxy)]

Usando el mismo método de parafrasear por etapas podemos sim-
bolizar

Algunos profesionales pueden vencer a todos los aficionados.
primeramente como

(Ix)[(x es un profesional) - (x puede vencer a todos los aficionados}]
luego como

(Ix){(x es un profesional ) - (y)[(y es aficionado) O (x puede vencer
a i}

Y finalmente (usando abreviaciones) como

(30 Px-(y)Ay O Bry)]

El mismo método es aplicable en casos mis complejos en los que
se ve involucrada mas de una relacién. Podemos simbolizar la pro-
posicién

Cualquiera que prometa todo a todos est4 seguro de decepcionar a alguien.

la parafraseamos primeramente como

(x){[(x es una persona) - (x promete todo a todos)]
S [x decepciona a alguien]}

El segundo conyunto del antecedente
x promete todo a todos
puede parafrasearse primeramente cOmo
(y)[(y es una persona) D (x promete todo a y)]
y entonces como
(y)[(y es una persona) D (z)(x promete z a y)]
El consecuente en nuestra primera paréfrasis
x decepciona a alguien

tiene su estructura més explicitamente revelada escribiéndola de
NUEevo como

(3 u)[(u es una persona) - (x decepciona a u)]
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La proposicién original puede ahora reescribirse como

(x){{(x es una persona) - (y)[(y es una persona)
2 (z)(x promete z a y)]} O (Fu){(u es una
persona) - (x decepgiona a u)]}

Usando las abreviaciones obvias, “Px”, “Pxyz”, “Dxy” para “x es una
persona”, “x promete y a 2” y “x decepciona a y”, la proposicién
puede expresarse de forma mdis compacta en la férmula

@{{Px-(y)[Py D (2)Przy]) O (Ju)(Pu-Dru))

Con la préctica, desde luego, no se hace necesario escribir todos estos
pasos intermedios explicitamente,

Las palabras de cuantificacién tales como “quienquiera” se refie-
ren a todas las personas y no a todas las cosas; y palabras de cuan-
tificacién tales como “alguien” se refieren a algunas personas y no a
algunas cosas. Frecuentemente, es deseable representar esta refe-
rencia en nuestro simbolismo. Pero hacerlo no siempre es necesario,
si de lo que se trata es de evaluar argumentos que contienen a estas
palabras y la eleccién de los simbolos se determina sobre la misma
base sobre la que se decide si una cldusula o frase relacional ha de
simbolizarse explicitamente como una relacién o como un simple
atributo.

Las palabras “siempre”, “nunca” y “algunas veces” frecuentemente
tienen un significado intemporal como en las proposiciones

Los hombres buenocs siempre tienen amigos.
Los hombres malos nunca tienen amigos.
Los hombres que no tienen esposa a veces tienen amigas.

que se pueden simbolizar con las abreviaciones obvias, como

(®}[(Gx*Mx) D (Ay)Fry]
(x)[(Bx*Mx) D ~(3y)Fxy]
(F){[Mx+ ~(3y)(Wy+ Hxy)] - (32)Fxz)}

Sin embargo, algunos usos de estas palabras son definitivamente
temporales, y cuando lo sean es posible simbolizarlas usando la
maquinaria légica ya disponible, asf como se puede con otras pala-
bras temporales tales como “mientras que”, “cuando”, “siempre que”
y similares. Un ejemplo o dos debieran aclarar este asunto. La pro-
posicién

Ricardo siempre escribe a Martha cuando estin separados.

afirma que todas las veces en que Ricardo y Martha se separan son
veces en que Ricardo escribe a Martha. Esto se puede simbolizar



152 La Légica de las Relaciones

usando “Tx”para “x es un tiempo (0 una vez)”, “Wxyz”, para “x es-
cribe a y en el tiempo z” y “Sxyz” para simbolizar “x y y estin sepa-
rados en el tiempo z°, de la forma

(x){Tx D [Sdjx D> Wdijx]}

Tal vez la ilustracién més grafica de la adaptabilidad de nuestra
actual notacién la tenemos al simbolizar la “siguiente observacién,
usualmente atribuida a Lincoln:

Se puede engafiar a alguna gente todo el tiempo, y a toda la gente parte
del tiempo, pero no se puede engafiar a toda la gente todo el tiempo.

El primer conjunto: “se puede engafiar a alguna gente todo el
tiempo” es ambiguo. Se puede tomar como significado o que existe
al menos una persona que siempre puede ser engaiiada o que para
cualquier tiempo existe al menos una persona (u otra) que puede
ser engafiada en ese tiempo o esa vez. Adoptando la primera inter-
pretacién y usando Px para “x es una persona’, “Tx” para “x es un
tiempo” y “Fxy” para “se puede engafiar a x en (0 durante) y~ lo
anterior se puede simbolizar como

{((39)(Px (yXTy D Fxy)}-(Ay)[Ty- (x)(Px D Fxy)]} - (3y)3x)[ Ty Px- ~Fxy]

Probar los argumentos relacionales no presenta nuevos proble-
mas una vez efectuada la traduccién al simbolismo légico. Esta
parte es la mds problemdtica de modo que proveemos un buen nu-
mero de ejercicios para que el estudiante los haga antes de proseguir.

EJERCICIOS

I. Usando el siguiente “vocabulario”, traducir cada una de las férmulas
dadas al lenguaje ordinario:

Ax-x es plata Axy-x ayuda y

Bx-x es dichoso Bxy-x pertenece a ¥y

Cx-x es una nube Bxyz-x pide prestado ¥ a z
Dx-x es un perro Cxy-x puede ordenar a y

Ex-x es humo Dxy-x es realizado en (o por) ¥
Fx-x es fuego Exy-x trasquila a y, x rapa a ¥
Gx-x es vidrio Fxy-x es justo con y

Hx-x es una casa Gxy-x recolecta y

Ixx estd enfermo Hxy-x oye a ¥

Jxx es trabajo Ixy-x vive en y

Kx-x es un lino Jxy-x es compadre de ¥

Lx-x es una oveja Kxy-x conoce a ¥

Mx-x es musgo Lxy-x le gusta v

Nx-x es bueno Mzxy-x es el patrén de y

Ox-x es un tonto Nxy-x plerde v
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Px-x es una persona Oxy-x es juzgado por y
Qx-x es un lugar Pxyz-x echa a perder y a z
Rx-x rueda Qxy-x le hace compaifiia a y
Sx-x es una piedra Rxy-x es como y
Tx-x es un negocio Sxy-x dice y
Ux-x es una casa Txy-x debiera lanzar y
Vx-x es una mujer Txyz-x modera y a z
Wx-x es viento Uxy-x viene a y
Xx-x es un tiempo Vxy~x se aventura a y
Yx-x es un dia Wxy-x estd en y
Zx-x espera Xxy-x es padre de y
g-Dios
Formulas

*L. ([Dx D (Jy)(Yy Byx)]
2. ([(FY)Py-Fxy) D ()(Pz O Fe)]
3. ([(RxSx) D (y)(My D ~Cay)]
4. (x){(Px*Axx) D (Agx)]
*5. (@[(Pr-Zx) D (y)(Uya)]
6. (x)[Hx D (y}Qy O ~Ryx)]
7. ([(Px~Nxg) D (y)(~Nxy)]
8. ((Pe~Cxx) D (y)(Py D ~Cxy)]
9. (0{Cx O (Iy)[(Ay-Ky)- Byx]}
*10. (x)fPx O (y)(Qxy O Oxy))
LL (2)(Qx D [(3y)(Ey- Wyx) D (3)(Fz- Waa)])
12, (){[Px-(y)(Ty D Jay)] D (2(Tz D ~Mxz)}
13. (2){(Px- <3y>[(cy- Uy)-Iry]] D (S5 D ~Tez))
. (x){{Px+(y)Lxy D Sxy)] D (3z)(Hxz* ~Laxz)}
(
(

)

*15. (x){[Wx+( [Py D ~(3z)(Nz- Pxzy)]] D Ix}

16. (x){[Px(y)(~ Vxy)] D (2)(~GCxz)}

17, (x){Vxr D {( )[Xy D (3z)[(Jz-Bzx)- ~Dzy]j}

18, (a){[Lx- (3y)(By Eyx)) D )Wz D Tgen))

19. (x){Px > (3y)[Py-(32)(Bxzy)])

20, (){Px > (3y)[Py-(32)(~Brzy)))

21 (3)(Px D (y)[Py D (2)(~Bxzy)]}

22. (x{Px D (y)[Py D (Iz)(~Bxzy)})

23. (A[(NxDx) O (y)(Lxy D Myx)

24. (x)[Px D (3y)(Py- Xyx)]-(Fu)[Pu-(v)(Pv D ~Xuv))

25. (){[Qx- (y){[(Py* Wyx)+ (2 ~Ky2)] D By)]
(W{[(Pu* Wux)-(v)(Kuv)] D Ou}}

. Simbolizar las siguientes oraciones usando en cada caso los simbolos
indicados:

“1. Los hombres muertos no cuentan cuentos. (Dx: x estd muerto.
Mx: x es un hombre. Tx: x es un cuento. Txy: x cuenta Y.) 5o
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2,

*5.

*10.

11.

12

13.

14.

*15.

16.

17.

18,

_ Un le6n muerto es méas peligroso que un perro vivo, (Lx: x es un

. Dificilmente miente una cabeza que porta corona. (Mx: x miente

. Cualquiera que consulte a un siquiatra debiera hacerse examinar de

. Nadie aprende nada si no se lo ensefia a si mismo. (Px: x es una

. Dalila llevaba un anillo en cada dedo, y tenia un dedo dentro de

Un abogado que aboga por su propio caso tiene a un tonto como
cliente. (Ax: x es un abogado, Tx: x es un tonto. Axy: x aboga por
el caso de y. Cxy: x es un cliente de y.)

leén. Vx: x estd vivo. Px: x es un perro. Pxy: x es mas peligro-
50 que y.)

dificilmente. Cx: x es una cabeza. Dx: x es uma corona. Pxy:
x porta y.)

Cada rosa tiene su espina. (Rx: x es una rosa. Tx: x es una espina.
Hxy: x tiene y.)

la cabeza. (Px: x es una persona, Sx: x es un siquiatra. Dx: x debiera
hacerse examinar de la cabeza. Cxy: x consulta a ¥.)

persona. Axy: x aprende y. Exyz: x le ensefia ¥y a z.)

cada pastel, (d: Dalila. Ax: x es un anillo. Dxy: x es un dedo de v,
Exy: x esti en y. Px: x es un pastel. Ixy: x esti dentro de y.)

. Cualquier hombre que odia a los nifios y a los perros no puede ser

completamente malo. (Hx: x es un hombre. Nx: x es un nifio. Px:
x es un perro. Mx:- x es completamente malo. Oxy: x odia a y.)
Cualquiera que logre algo serd la envidia de todos. (Px: x es una
persona. Axy: x logra y. Exy: x envidia a ¥.)

Para pescar algin pez hay que tener alguna camada. (Px: x es una
persona. Fx: x es un pez. Cx: x es una carnada. Pxy: x pesca y. Txy:
x tiene y.)

Todo estudiante hace algunos problemas pero ningin estudiante hace
todos los problemas. (Ex: x es un estudiante. Px: x es un problema.
Hxy: x hace y.)

Todo concursante que conteste todas las preguntas que se le hagan
ganari cualquier premio que elija. (Cx: x es un concursante, Qx: x
es una pregunta. Px: x es un premio. Cxy: x contesta V. Hxy: x se
le hace a y. Gxy: x gana y. Exy: x elige ¥.)

Todo hijo tiene un padre, pero no todo padre tiene un hijo. (Px: x
es una persona, Hx: x es un hombre. Pxy: x es padre de y.)

Una persona mantiene un estorbo si tiene un perro que le ladra a
cualquiera que visite a su duefio. (Px: x es una persona. Nx: x es
un estorbo. May: x mantiene y. Dx: x es un perro. Bxy: x ladra a y.
Vxy: x visita y. Hxy: x tiene y.)

Un doctor que trata un paciente sin enfermedad no tiene escrapulos.
(Dx: x es un doctor. Ex: x es un escripulo. Hxy: x tiene y. Px: x
es un paciente, Fx: x es una enfermedad. Tay: x trata a y.)

Un doctor que trata a una persona que tiene todas las enfermedades
tiene un trabajo que nadie le envidiaria. (Dx: x es un doctor. Px: x
es una persona. Txy: x trata a y. Ex: x es una enfermedad. Hxy:
x tiene y. Tx: x es un trabajo. Exyz: x le envidia a y su z.)

Si un granjero sélo cria gallinas ninguna de ellas pondri huevos que
valga la pena irrcubar. (Gx: x es un granjero. Cxy: x cria y. Ax: x
es una gallina. Hx: x es un huevo Pxy: x pone y. Vx: vale la pena
incubar x.)
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Al simbolizar las siguientes, usar solamente las abreviaciones: Px: x es
una persona. Tx: x es una tienda. Cxyz: x compra y en z.

19.
*20.
21.
22.
23.
24.
*25,

Todos compran algo en una (u otra) tienda.

Hay una tienda en la que cada cual compra una (u otra) cosa.
Algunas personas hacen todas sus compras en una sola tienda.
Nadie compra todas sus cosas en una sola tienda.

Nadie compra cosas en todas las tiendas.

Ninguna tienda tiene a todos como clientes.

Ninguna tienda hace todas sus ventas a una sola persona.

Al simbolizar las siguientes, usar solamente las abreviaciones: Bx: x es
una beneficencia; Dx: x es dinero; Px: x es una persona; Pxy: x pertenece
a y; Dxyz: x hace la donacién de y a z.

26.
27.
28.
29,
*30,

(En
Px, Bxy

31.
32.
33.
4.
*35.
36.
37.
38.
39.

*40,

Nadie hace donaciones a todas las beneficencias.

Nadie dona dinero a todas las beneficencias.

Nadie hace donacién de todo su dinero a beneficencias.

Nadie hace donacién de todo su dinero a una sola beneficencia.
Nadie hace donacién de todas sus pertenencias a una sola beneficencia.

este ejercicio, el nimero 35 y el 40, usar las abreviaciones Cx, Mx,
¥y Dxyz para confrontar las respuestas al final del libro).

Nadie hace todas sus donaciones a una sola beneficencia.

Ninguna beneficencia recibe todo su dinero de una sola persona.
Ninguna beneficencia recibe todo el dinero de una sola persona.
Ninguna beneficiencia recibe todas las donaciones de una sola persona.
Ninguna beneficencia recibe todas las donaciones de un salo donante.
Ninguna beneficencia recibe solamente donaciones en dinero.
Alguien da dinero a las beneficencias.

Alguien da todo su dinero a las beneficencias.

Cuando menos una persona hace donacién de todas sus pertenencias
a una sola beneficencia.

Cuando menos una persona hace todas sus donaciones a una sola
beneficencia.

. Algunas beneficencias reciben donaclones de todas las personas.

. Algunas beneficencias reciben donaciones de cada donante.

. Algunas donaciones no son hechas a beneficencias.

. Algunos donantes hacen donaciones a todas las beneficencias.

. Cada beneficencia recibe donaciones de cuande menos un donante.

HOI. Simbolizar cada una de las siguientes:

*1.

El que derramare sangre de hombre, por el hombre su sangre Sera
derramada. (Génesis 9:6)

+ Su mano seri contra todos y la mano de todos contra él. (Géne-

sis 16:12)

. El Sol no te fatigard de dia ni la Luna de noche. (Salmo 121:6)

- El hijo sabio alegra al padre. (Proverbios 10:1)

. El que detiene el castigo a su hijo, lo aborrece. (Proverbios 13:24)
. El que toma prestado es siervo del que presta (Proverbios 22:7)

- El que cava foso caerd en él, y al que revuelve la piedra, sobre él

le volverd. (Proverbios 26:27)
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8. Los padres comieron las uvas agrias y los dientes de los hijos tienen
la dentera. (Ezequiel 18:2)

9. Los zorros tienen guaridas y las aves del cielo nidos; mas el Hijo del
Hombre no tuvo donde recostar su cabeza. (Mateo 8:20)

10. ...no hago el bien que quiero, sino el mal gue no quiero, eso hago.
(Romanos 7:19) :

5.2. Argumentos que Involucran Relaciones

No hay necesidad de introducir nuevos principios para tratar
los argumentos relacionales. La lista original de diecinueve Reglas
de Inferencia junto con el método reforzado de Demostracién Con-
dicional y nuestras reglas de cuantificacién, ademés de la Negacion
de Cuantificador nos permiten (teniendo el ingenio suficiente) cons-
truir una demostracién formal de validez para cada argumento va-
lido en el que solamente variables individuales son cuantificadas
y sélo se presentan conectivos de funcién de verdad.

Sin embargo, es aconsejable hacer un cierto cambio en la técnica
al trabajar con argumentos que involucran relaciones. En la mayor
parte de nuestras demostraciones ilustrativas anteriores se usaban
Ul y EI para instanciar con respecto a una variable diferente de
cualquiera de las cuantificadas en la premisa, y UG y EG se usaban
para cuantificar con respecto a una variable diferente de las que
ocurriesen libremente en la premisa. Nuestras inferencias eran en
su mayor parte de las formas:

(3x)Fx
(x)Fx Fy Fx Fy
.. Fy’ P T (yFy’ L (Qw)Fw
Sop

Pero nuestra enunciacién de las reglas de cuantificacién no re-
quiere que n y v sean variables diferentes; bien pueden ser la misma.
Y globalmente es mas simple (siempre que sea legitimo) instanciar
con respecto a la misma variable que ha sido cuantificada y cuanti-
ficar con respecto a la misma variable que ocurriese libre en la
premisa. Asi, las inferencias anteriores pueden también tomar al-
guna de las formas siguientes:

(In)F-

(0)Fx Fx Fx Fy
N p P (@Fx” L (3y)Fy

7
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En esta forma se lleva a cabo la instanciacién por simple retiro de
un cuantificador y la generalizacién se lleva a cabo simplemente
agregando un cuantificador. Desde luego que nuestras restricciones
sobre las reglas de cuantificacién deberan seguir vigentes y obser-
vadas. Por ejemplo, en donde se tengan dos premisas “(Ix)Fx" y
“(3x) ~ Fx”, podemos instanciar con respecto a una simplemente
quitando el cuantificador, pero cuando se haya hecho eso, si EI se
usa mas adelante en el otro, se debe utilizar una nueva variable en
lugar de “x”, pues esta dltima habrj tenido ya una ocurrencia libre
en la demostracién que se construye. Desde luego, estamos en per-
fecta libertad de usar UI para instanciar con respecto a cualquier
variable o constante que elijamos. Las observaciones precedentes
se pueden ilustrar construyendo una demostracién de validez para el

argumento.

Existe un hombre que todos desprecian.

Por lo tanto, existe al menos un hombre que se desprecia a si mismo.

Su traduccién simbélica y demostracién usando “Mx” y “Dxy” para
abreviar “x es un hombre” y “x desprecia a y” se puede escribir
como sigue:

L (39)[Ms-(y}My D Dyx)] /.. (3x)M- Dx)

r2- Mx:(y)(My O Dyx)

3. (y}{My D Dyx) 2, Simp.
4. MxD Dxx 3, UI

5. Mx 2, Simp.
6. Dax 4,5, M.P.
7. Mx-Dxx 5, 6, Conij.
8. (Ix)(Mx-Dxx) 7,EG

9. (3x)(Mx-Dxx) 1,2-8,EI

En la demostracién precedente la tinica utilizacién de una regla de
cuantificacién acompafiada por un cambio de variable fue la de UI
al pasar del renglén 3 al renglén 4 que se efectiia porque necesité-
bamos la expresién “Dxx” asi obtenida.

Otra demostracién formal sirve para establecer la validez del
tercer modelo de argumento enunciado al principio de este capi-
tulo. Su premisa “todos los caballos son animales” se simbolizars
“(x)(Ex D Ax)” donde “Ex” y “Ax” abrevian “x es un caballo” y
“x es un animal”, respectivamente. En su conclusién

La cabeza de un caballo es la cabeza de un animal.
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la palabra “la” tiene el mismo sentido que tiene en la proposicién “La
ballena es un mamifero” o “El nifio quemado teme al fuego’. Pode-
mos parafrasearla como

Todas las cabezas de caballos son cabezas de animales.
y después como

(x)[(x es una cabeza de un caballo)
D (x es una cabeza de un animal)]

y finalmente escribiendo “Hxy” en lugar de “x es una cabeza de y”
podemos expresar la conclusién mediante la férmula

(®[(Ay)Ey-Hxy) O (Ay)(Ay- Hxy)]

Una vez simbolizada, el argumento ficilmente se demuestra vilido
por las técnicas de que ya disponemos:

1. @(Ex D Ax) /.. ([(3y)Ey- Hry) D Qy)(Ay- Hxy)]
— 2. (dy)Ey- Hxy)
— 3. Ey-Hxy
4. Ey 3, Simp.
5 EyD Ay 1, VI
6. Ay 5,4, M.P.
7. Hay 3, Simp.
8. Ay-Hxy 6, 7, Conj.
9. (3y)Ay- Hay) 8, EG
10.

(y)(Ay- Hxy) 9,3-9, EI
11. (3y)(Ey- Hxy) O (3y)(Ay-Hxy) 2-10, C.P.
12. (®)[(3y)(Ey-Hxy) O (Ay)Ay-Hay)] 11, UG

El primer modelo de argumentos en este capitulo que trataba
con la relacién de ser mayor de edad que plantea un nuevo problema
que se discutird en la seccién siguiente.

EJERCICIOS

I. Construir una demostracién formal de validez para cada uno de los argu-
mentos siguientes:

"L (3x)(y)l(3Ayz D Ayx]
(y)(3=)Ayz
L (3n(y)Ayx

2. (0{(3y)Byx D (z)Bxz]
- (y)z)(Byz O Bzy)




3.

*5.

10.
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(*)(Cax O Dxb)
(3)Dxb D (Iy)Dby
. (Ax)Cax O (Ay)Dby

- (D[Ex 2 (y)(Fy O Gxy)]

(30)[Ex+(3y) ~ Cxy)

o {3x) ~ Fx

(3x)[Hx- (y)(Iy D Jxy)]

S (x)(Hx D Ix) D Ay)(Iy-Iyy)

- (x){Kx D [(Ay)Lxy D (Iz)Lzx])

(x)[(Jz)Lzx D Lax]
~(Ax)Lxx
"+ ((Kx D (y) ~ Lay)

- (x)[Mx D (y)(Ny D Oxy)]
(

0[Px D (y)(Oxy D Qy)]
-+ (3x)(Mx+Px) D (y)(Ny D Qy)

- (D[{Rx+~52) O (Ay)(Tay- Uy)]

(30)[Vx-Ra-(y)(Try D Vy)]
(x)(Vx D ~S8x)
o (Ax)(Va- Ux)

. (0(Wx D Xz)

()[(Yx+Xx) D Zz]

(x)(y)}(Yy-Ayx)

(=)y)(Ayx-Zy) D Zx]

< (®l(y)NAyx O Wy) D Zx]

(0 [Bx+(Iy){Cy-Dyx-(3z)(Ez- Fxz)]] D (3w)Grwx)

(x)y)(Hxy D Dys)

{(x)(y)(Fxy D Fyx)

(x)(Ix D Ex)

o (@{Bx D ([(3y}(Cy+Hxy)+(32)(Iz* Fxz)] D (3u)Iw) Grwu]}

II. Construir una demostracién formal de validez para cada uno de los si-
guientes argumentos:

1. Quienquiera que apoye a Smith votari por Jones. Anderson no votari

*4.

por nadie que no sea un amigo de Harris. Ningin amigo de Kelly tiene
como amigo a Jones. Por lo tanto, si Harris es un amigo de Kelly,
Anderson no apoyard a Smith. (Axy: x apoya a y. Vxy: x vota por y.
Fxy. x es amigo de y. a: Anderson. s: Smith, j: Jones. h: Harris.
k: Kelly.)

. Todos los circulos son figuras. Por lo tanto, todos los que trazan

circulos trazan figuras. (Cx: x es un circulo. Fx: x es una figura.
Txy: x traza y.)

. Cualquier amigo de Juan es -un amigo de Pedro. Por lo tanto, cual-

quiera que conozca a un amigo de Juan conoce a un amigo de Pedro.
(Px: x es una persona. Axy: x es un amigo de y. Cxy: x conoce a Y.
j: Juan. p: Pedro.) ,

Solamente un tonto mentiria respectoc a uno de los miembros de la
fraternidad de Bill, a Bill. Un compaiiero de clase de Bill le mintié
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*6

10

11.

12.

respecto a Alberto. Por lo tanto, si ninguno de los compafieros de clase
de Bill es un tonto, entonces Alberto no es un miembro de la fraterni-
dad de Bill. (Fx: x es un tonto. Lxyz: x miente a z respecto a y.
Cxy: x es compafero de clase de y. Bxy: x es miembro de la frater-
nidad de y. a: Alberto. b: Bill.)

. Quienquiera que pertenezca al Country Club tiene méis dinero que

cualquier miembro del Club de la Tabema. No cualquiera que perte-
nezca al Country Club tiene més dinero que cualquiera que no per-
tenezca al mismo. Por lo tanto, no cualquiera pertenece al Country
Club o al Club de la Taberna. Cx: x pertenece al Country Club. Tx: x
pertenece al Club de la Taberna. Px: x es una persona. Dxy: x tiene
mas dinero que ¥.)

Vender una arma no registrada es un crimen. Todas las armas que
Rojo posee se las compré o al Zurdo o al Tuerto. De modo que si una
de las armas de Rojo es una pistola no registrada, y si Rojo nunca le
comprS nada al Tuerto, €l Zurdo es un criminal. (Rx: x esta regis-
trada. Gx: x es una pistola. Cx: x es un criminal. Wx: x es una arma.
Oxy: x posee y. Sxyz: x vendi6 y a z. r: Rojo l: el Zurdo. m: el
Tuerto.)

. Todo lo que hay en mi escritorio es una obra maestra. Quienquiera

que escriba una obra maestra es un genio. Alguna persona descono-
cida escribié algunas de las novelas que hay en mi escritorio. Por lo
tanto, alguna persona desconocida es un genio. (Ex: x estd en mi es-
critorio. Mx: x es una obra maestra. Px: x es una persona. Gx: x
es un genio, Dx: x es desconocido. Nx: x es una novela, Exy: x es-
cribié y.)

. Hay un profesor que agrada a todos los estudiantes a quienes agrada

cuando menos un profesor. A todo estudiante le agrada uno u otro
profesor. Por lo tanto, hay un profesor que agrada a todos los estu-
diantes. (Px: x es un profesor. Ex: x es un estudiante. Axy: a x
le agrada y.)

. Nadie respeta a una persona que no se respeta a si misma, Nadie

contratara a una persona que no se respeta. Por lo tanto, una persona
que no respeta a nadie nunca seri contratada por nadie. (Px: x es
una persona. Rxy: x respeta a y. Cxy: x contrata a y.)

Quienquiera que haga una donacién al United Fund hace todas sus
donaciones al United Fund. Por tanto, si Jones es una persona que no
bace todas sus donaciones al United Fund, entonces no hace dona-
cién alguna al United Fund. (Px: x es una persona. Dxyz: x hace
donacién de y a z. f: El United Fund. j: Jones.)

Todo librn que sea aprobado por todos los criticos seri leido por
cualquier persona literata. Cualquiera que lea cualquier cosa hablari
de ella. Un critico aprobari cualquier libro escritoc por cualquier per-
sona que le adule. Asi pues, si alguien adula a todos los criticos,
entonces cualquier libro que escriba seri comentado por todas las
personas literatas. (Lx: x es un libro. Cx: x es un critico. Tx: x es un
literato. Px: x es una persona, Axy: x aprueba y. Lxy: x lee y. Cxy:
x comenta y. Fxy: x adula a y. Exy: x escribe y.)

Una obra de arte que relata algo puede ser comprendida por todos.
Algunas obras de arte religioso han sido creadas por grandes artistas.
Cualquier obra de arte religioso relata una historia que inspira. Por
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lo tanto, si algunas personas sélo admiran lo que no pueden entender,
entonces algunas creaciones de grandes artistas no seran admiradas
por todos. (Ax: x es un gran artista. Px: x es una persona. Hx: x es
una historia, Ix: x inspira. Rx: x es religioso. Ox: x es una obra de arte.
Cxy: x crea y. Axy: x admira a y. Rxy: x relata y. Exy: x puede en-
tender y.)

5.3. Algunos Atributos de las Relaciones

Hay muchos atributos interesantes que las relaciones mismas
pueden tener. Vamos a considerar tan sélo algunos de los més fami-
liares y nuestra discusién quedara limitada a los atributos de las
relaciones diddicas.

Las relaciones diddicas se pueden caracterizar como simétricas,
asimétricas, o no simétricas. Varias relaciones simétricas estin de-
signadas por las frases: “es vecino de”, “estid casado con” y “tiene el
mismo peso que”. Una relacién simétrica es una relacién tal que,
si una cosa esta en esa relacién con una segunda, entonces la se-
gunda debe estar en esa relacién con la primera. Una funcién pro-
posicional “Rxy” designa una relacién simétrica si y sélo si

(xy)Rxy D Ryx)

Por el otro lado, una relacién asimétrica es una relacién tal que, si
una cosa estd en esa relacion con una segunda cosa, entonces la
segunda no puede estar en esa relacién con la primera. Las siguien-
tes frases designan varias relaciones asimétricas: “est4 al norte de”,
“es mayor que” y “pesa mis que”. Una funcién proposicional “Rxy”
designa una relacién asimétrica si y sélo si

(x{y}Rxy O ~Ryx)

Sin embargo, no todas las relaciones son simétricas o asimétricas. Si
una persona ama a otra o es hermano de otra o pesa no mis que
otra, no se infiere que la segunda ame a 1a primera o sea su hermano
(podria ser su hermana) o que pesa no méis que la primera. Ni
tampoco se sigue que la segunda no ama a la primera o que no es
su hermano, o que no pesa m4s que la primera. Relaciones como
éstas son no simétricas y se les define como las que no son ni simé-
tricas ni asimétricas,

Las relaciones diiddicas también se pueden caracterizar como
transitivas, intransitivas o no trgnsitivas. Las siguientes frases de-
signan relaciones transitivas: “est4 al norte de”, “es un antepasado
de” y “pesa lo mismo que”. Una relacién transitiva es una relacién
tal que, si una cosa esti en esa relacién con una segunda y la se-
gunda con una tercera, entonces la primera debe estar en esa rela-

b
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cién con la tercera, Una funcién proposicional “Rxy” designa una
relacion transitiva si y sélo si

®)(y)=)(Rxy*Ryz) O Rxz)

Una relacién intransitiva por el otro lado, es una relacién tal que
si una cosa esta en esa relacién con una segunda, y la segunda con
una tercera, entonces la primera no puede estarlo con la tercera; las
frases siguientes corresponden a relaciones intransitivas: “es madre
de”, “es padre de” y “pesa exactamente el doble que”. Una funcién
proporcional “Ray” designa una relacién intransitiva si y sélo si

(*Ny)@)I(Rxy-Ryz) O ~Rxz]

No todas las relaciones son transitivas o intransitivas. Definimos
una relacién no transitiva como aquella que no es transitiva ni in-
transitiva; las siguientes frases designan relaciones no transitivas:
“ama a”, “se puede diferenciar de” y “tiene un peso diferente del de”.

Finalmente, las relaciones pueden ser reflexivas, irreflexivas o
no reflexivas. Varios autores han propuesto varias definiciones de
estas propiedades y parece no haber una terminologia estindar bien
establecida. Es conveniente distinguir entre la reflexividad y la re-
flexividad total. Una relacién es totalmente reflexiva si cada cosa
estd en esa relacién consigo misma. Por ejemplo, la frase “es idén-
tico a” designa la relacién totalmente reflexiva de identidad. Una
funcién proposicional “Rxy” designa una relacién totalmente reflexiva
siy sélo si

{(x)Rxx

Por otro lado, una relacién se dice reflexiva si cualquier cosa a estd
en esa relacién consigo misma si existe una cosa b tal que Rab o
Rba. Ejemplos obvios de relaciones reflexivas los designan las fra-
ses: “tiene el mismo color de cabello que”, “tiene la misma edad
que” y “es un contemporineo de”. Una funcién proposicional “Rxy”
designa una relacién reflexiva si y s6lo si

(0[(Ay)(Rxy v Ryx) O Raxx]

Es obvio que todas las relaciones totalmente reflexivas son reflexivas.

Una relacién irreflexiva es tal que nada esti en esa relacién
consigo mismo. Una funcién proposicional “Rxy” designa una rela-
cién irreflexiva si y sélo si

{(x)~Rxx

Los ejemplos de relaciones irreflexivas son comunes; las frases
“estd al norte de”, “est4 casado con” y “es padre de”, designan todas
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relaciones irreflexivas. Las relaciones que no son ni reflexivas ni
irreflexivas se dice que son no reflexivas. Las frases “ama a”, “odia
a” e “y critica a” designan relaciones no reflexivas.

Las relaciones pueden tener varias combinaciones de estos atri-
butos. La relacién de pesar mds que es asimétrica, transitiva e irre-
flexiva, mientras que la relacién de tener el mismo Peso que es
simétrica, transitiva y reflexiva. Sin embargo, algunos atributos
implican la presencia de otros. Por ejemplo, todas las relaciones
asimétricas deben ser irreflexivas como es ficil de mostrar. Sea
“Rxy” la designacién de alguna relacién asimétrica; entonces, por
definicién
L (*)(y)}Rxy > ~Ryx)

De esta premisa es posible deducir que R es irreflexiva, es decir, que
( x) ~ Rxx:

2. (y)YRxy D ~Ryx) 1,Ul

3. Rxx D ~Rxx 2, Ul
4. ~RBxx v ~Rxx 3, Impl.
5. ~Rxx 4, Taut.
6. (x)~Rxx 5, UG

Otras conexiones légicas entre estos atributos de relaciones facil-
mente se enuncian y demuestran, pero nuestro interés tiene otra
direccién.

La importancia o pertinencia de estos atributos con respecto a los
argumentos relacionales es f4cil de ver. Un argumento con respecto
al cual uno es pertinente podria enunciarse como:

Tomés pesa lo mismo que Ricardo.

Ricardo pesa lo mismo que Enrique.
La relacién de pesar lo mismo que es transitiva.

Por lo tanto, Tomis pesa lo mismo que Enrique.

Cuando se le traduce a nuestro simbolismo como

witd

Wdh

) y)R[(Way- Wyz) O Waz]
. Witk

el método de demostracién de su validez es obvio, de inmediato.
Hemos dicho que el argumento “podria” enunciarse de la manera
indicada. Pero esta manera de enunciar el argumento seria mis la
excepcién que la regla. La manera ordinaria de proponer un argu-
mento tal serfa enunciar las dos primeras premisas y la conclusién
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solamente fundindose en que cualquiera sabe que pesar lo mismo
que es una relacién transitiva. Los argumentos relacienales a me-
nudo se usan y muchos de ellos dependen esencialmente de la tran-
sitividad o la simetria o alguno de los otros atributos de las rela-
ciones que se involucran. Pero que la relacién en cuestiéon tenga el
atributo pertinente rara vez, si acaso alguna vez, se enuncia expli-
citamente como una premisa. La razén es clara. En casi todas las
discusiones se puede presuponer un gran numero de proposiciones
que se suponen del conocimiento general. La mayoria de los oradores
y escritores se evitan molestias no repitiendo proposiciones bien co-
nocidas y a veces tan triviales como verdaderas que de sus oyentes
o lectores puede perfectamente bien esperarse que las proveerdn
por si mismos. Un argumento que esti expresado de manera incom-
pleta, siendo “sobreentendida” una parte del mismo, es un entimema.

Al ser incompleto, es necesario tener en cuenta las premisas
suprimidas de un entimema cuando surge la cuestién de su validez.
En donde falte una premisa necesaria la inferencia es técnicamente
invalida. Pero si la premisa no expresada es fécil de proveer y obvia-
mente verdadera con toda justicia debiera incluirsele como parte del
argumento al tratarse su apreciacién. En tal caso se supone que el
que hace el argumento tenia mis “en mente” de lo explicitamente
enunciado. En la mayoria de los casos no hay dificultad en proveer
la premisa ticita que el orador tenia en mente, pero no expresé. Asi,
el primer modelo de argumento enunciado al principio de este
capitulo:

Alberto es mayor que Guillermo.

Guillermo es mayor que Carlos.

Por lo tanto, Alberto es mayor que Carlos.

debiera contarse como vilido, pues se convierte en vélido cuando la
proposicién trivialmente verdadera, ser mayor que, relacién tran-
sitiva se agrega como una premisa auxiliar. Cuando la premisa fal-
tante indicada es provista, es muy ficil escribir una demostracién
de validez del argumento.

Desde luego, es frecuente dejar inexpresadas premisas que no
sean relacionales. Por ejemplo, en el argumento

Cualquier caballo es mis veloz que cualquier perro. Algunos galgos son
méas veloces que cualquier liebre. Por lo tanto, cualquier caballo
es mas veloz que cualquier liebre.

no sblo falta expresar la premisa requerida respecto a la transi-
tividad de ser mds veloz que sino que también la premisa no rela-
cional que todos los galgos son perros. Cuando se agregan éstas, que
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ciertamente no son cuestiones debatibles, la validez del argumento
se puede demostrar como sigue:

(*)[Hx D (y)(Dy D Ory)]] premisas

E )g({)g(Gi;[ (% )(Rzo D )Oyz%]) } /. (x)[Hx D (z)}(Rz D Oxz)]
x (Oxy+Oyz) D Oxz . . .

(y)\Cy D Dy) ] premisas adicionales

——> 5. Hx
—>6. Rz

— 7. Gy+*(z)Rz D Oyz)

8. Gy 7, Simp.

9. GyD Dy 4,01
10. Dy 9,8, M.P.
11. Hx D (y)Dy D Oxy) 1, UI
12. (y)}Dy D Oxy) 11, 5, M.P.
13. Dy D Oy 12, UI
14. Oxy 13, 10, M.P.
15. (z)(Rz D Oyz) 7, Simp.
16. Rz D Oyz 15, UI
17. Oyz 16,6, M.P.
18. Oxy-Oyz 14, 17, Conj.
19. (y)(a){(OryOya) D Oxz] 3, UL
20. (z)[(Oxy-Oyz) D Oxz] 19, UI
21. {(Oxy-Oyz) D Oxz 20, UT
22. Oxz 21, 18, M.P.
23. Oxz 2, 7-22, EI
24. Rz D Oxz 6-23, C.P.
25. (2)(Rz D Oxz) 24, UG

26. Hx D (z)(Rz D Oxz) 5-25, C.P.
27. (x)[Hx D )Rz D Oxz)] 26, UG

No siempre es tan facil como en este ejemplo encontrar las premi-
sas faltantes y suplirlas. Cuando no sea obvio cuéles son las pre-
misas requeridas faltantes en un argumento entimemdaticamente
expresado, entonces, al comenzar una demostracién de su validez es
sana‘politica el dejar algin espacio por debajo de las premisas dadas
en donde puedan escribirse las premisas adicionales cuando surja
la necesidad de ellas. El tinico punto que hay que recalcar es que
ninglin enunciado que sea tan dudoso o debatible como la conclusién
misma del argumento debiera admitirse como premisa suple-
mentaria, pues en un argumento valido enunciado entimematica-
mente, sblo las simplezas mas absolutas debieran quedar inexpre-
sadas, para que el lector o el oyente las supliese por si mismo.
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EJERCICIOS

Demostrar la validez de los siguientes entimemas agregando las premisas
obviamente verdaderas en donde sea necesario:

1. Un Cadillac es mas caro que un automévil barato. Por lo tanto, ningin
Cadillac es un automévil barato. (Cx: x es un Cadillac. Bx: x es un auto-
mdévil barato. Mxy: x es mas caro que y.)

2. Alicia es la madre de Beatriz. Beatriz es madre de Carlota. Por lo tanto,
gi Carlota s6lo ama a su madre entonces no ama a Alicia. (a: Alicia.
b: Beatriz. ¢: Carlota, Mxy: x es madre de y. Axy: x ama a y.)

*3. Todo hombre del primer equipo es mas ripido que cualquiera del segundo
equipo. Por lo tanto, ningin hombre del segundo equipo es mdis rapido
que alguno del primer equipo. (Fx: x esti en el primer equipo. Sx: x es
un hombre que estd en el segundo equipo. Oxy: x es mas rapido que y.)

4. Todos los muchachos que asistieron a la fiesta bailaron con todas las
chicas presentes. Por lo tanto, cada chica que asisti6 a la fiesta bailé con
todos los mucbachos que ahi estaban. (Mx: x es un muchacho. Cx: x es
una chica. Fx: x estaba en la fiesta. Bxy: x bailé con y.)

*5. Cualquier persona que lleve el mismo apellido de algulen que comete un
crimen es desafortunada. Por lo tanto, cualquiera que comete un robo
es desafortunado. (Px: x es una persona. Ux: x es desafortunado. Cx: x es
un crimen. Bx: x es un robo. Cxy: x comete y. Nxy: x tiene el mismo
nombre de y.)

6. Todos los relojes que vende Kubitz son hechos en Suiza. Todo lo que se
ha hecho en un pais extranjero paga impuesto, Cualquier cosa por la que
se paga un impuesto le cuesta al comprador una cantidad extra. Por lo
tanto, los relojes que se le compran a Kubitz tienem un costo extra. (Rx:
x es un.reloj. Ix: x se paga un impuesto por x. Ex: x es un pafs extran-
jero. Cxy: x le cuesta a y una cantidad extra. Hxy: x es hecho en y.
Bxyx: x compra y a z. s: Suiza. k: Kubitz,)

7. Los lotes baldios no producen ingresus a sus propietarios, Cualquier pro-
pietario de bienes raices debe pagar impuesto sobre los mismos. Por lo
tanto, cualquier propietario de un lote baldio debe pagar impuesto por
algo que no le produce ingresos. (Vx: x es un lote baldfo. Rx: x son
bienes rafces. Ixy: x produce ingresos a y. Txy: x paga impuesto por y.
Oxy: x tiene la propiedad y.)

8. Todos los almirantes llevan uniforme con botones dorados. Por tanto,
algunos oficiales navales llevan uniformes con botones dorados. (Ax: x
es un almirante. Ux: x es un uniforme. Dx: x es dorado. Bx: x es un
botén. Nx: x es un oficial naval. Rx: x es ropa. Mx: x es metal. Wxy: x
lleva la ropa y. Txy: x tiene y.)

9. Si alguna vez Carlos se mud6 a Boston, eso ocurri6 después de conocer
a Alberto. Si alguna vez Carlos se cas6 eso fue antes de haber visto a
David. Por lo tanto, si Carlos se mud6 a Boston y después se casd, enton-
ces conocié a Alberto antes de haber visto a David, (Tx: x es un tiempo.
Ax: x Carlos conoci6 a Alberto en el tiempo x. Bx: x Carlos se mudé
a Boston en el tiempo x. Cx: x Carlos se casé en el tiempo x. Dx: x Carlos
vio a David en el iempo x. Pxy: x precede a y.)

10. Un pez que persigue a todas las carpas plateadas serd atrapado por un
pescador que utiliza carpas plateadas como carnada. Un pez voraz perse-
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guird cualquier carpa plateada. De modo que si todos los pescadores son
deportistas, entonces ningin lucio que no es atrapado por un deportista
que utiliza carpas plateadas como carnada es voraz. (Px: x es un pez.
Cx: x es una carpa plateada. Pxy: x persigue a y. Cxy: x captura a y.
Ax: x es un pescador. Uxy: x utiliza y como carnada. Vx: x es voraz.

Dx: x es una carpa plateada diminuta. Sx: x es un deportista. Lx: x es
un lucio.)

5.4. Identidad y la Descripcion Definida

La nocién de identidad es una nocién familiar. La ocasién mas
natural de su uso es tal vez en el proceso de identificacién como
cuando un testigo en la delegacién de policia identifica un sospe-
choso de 1a fila, afirmando que

El hombre de la derecha es el hombre que me robé el bolso.

Otras identificaciones son también comunes como cuando en la
clase de geografia se afirma que

El Monte Everest es la montafia méis alta del mundo.
o cuando en la clase de literatura se afirma que
Lope de Vega es el autor de Fuente Ovejuna.

Cada una de estas proposiciones afirma que se da una relacién entre
las cosas a las que se refieren sus dos términos. La relacién afirmada
es la de identidad. En cada una de las proposiciones precedentes
cuando menos un término era una descripcién definida, que es una
frase de la forma “el tal y cual”. En las identificaciones, sin em-
bargo, los dos términos pueden ser nombres propios. Asi como en
las dos proposiciones

Bruto maté a César.

Booth maté a Lincoln.

se afirma que la relacién de matar existe entre los individuos a los

que se refiere por los nombres propios que en ellas aparecen, asf
también en las proposiciones

Lewis Carroll era Charles Lutwidge Dodgson.

Mark Twain era Samuel Clemens.

se afirma la relacién de identidad entre los individuos a los que se
refiere con los nombres propios que en ellas aparecen.
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La notacién usual para la relacién de identidad es el signo ordi-
nario de igual “=". Es obvio que la relacién de identidad es transi-
tiva, simétrica y totalmente reflexiva. En nuestra notacién simb¢-
lica escribimos

BRI = 1)ty = 2] D (¢ = 2)
@z = y) > (y = ]
@ = 2)

Todas estas son consecuencias inmediatas de la definicién de iden-
tidad contenida en el principio de la Identidad de los Indiscernibles,
de Leibnitz:

x = y si y s6lo si cada atributo de x es un atrlbuto de y y reciprocamente.
Este principio nos permite inferir de las premisas v = x y cualquier
proposicién que contenga una ocurrencia del simbolo v, como con-
clusién cualquier proposicién que resulte de reemplazar cualesquier
ocurTencias de v en la segunda premisa por el simbolo n.! Toda in-
ferencia que se apega a este modelo es vélida y en una demostracién
debiera escribirse a un lado de ella “Id”, Una o dos deducciones de
muestra aclararidn este punto. El argumento

O. Henry era William Sidney Porter.
O. Henry era un escritor.

Por lo tanto, William Sidney Porter era un escritor.
se puede simbolizar y demostrar su validez mediante el siguiente

argumento en el que se usan las letras “k” y “p” para abreviar los
nombres propios “O. Henry” y “William Sidney Porter” y el simbolo

“Wx” para “x era un escritor”:

1. h=p
2. Wh /.. Wp
3. Wp 1,2, 1d.

Otra ilustracién la tenemos en el argumento:

George Eliot escribié The Mill on the Floss (El Molino del Floss).
George Eliot es Mary Ann Evans.
Mary Ann Evans es una mujer.

Por lo tanto, una mujer escribi6 The Mill on the Floss.

Usando los simbolos “g”, “F, “Mx”, “Wxy”, “Wx” para abreviar “George
Eliot”, “The Mill on the Floss”, “Mary Ann Evans”, “x escribi6 y” y
“x es una mujer”, podemos formular y demostrar la validez del ar-
gumento dado como sigue:

1 Aqui estamos usando las letras mu y nu para representar cualesquier sfmbolos
individuales constantes o variables.
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L wef

2, g=m

3. Wm /.- (3x)(Wr Waf)
4. Wg 2,3, 1d.

5. Wg-Wgf 4, 1, Conj.

6. (Jx)(Wx-Wxf) 5,EG

Una demostracién alternativa para el segundo argumento seria la
siguiente:

4. Wmf 1,2, Id.
5. Wm-Wnf 3, 4, Conj.
6. (Ax)(Wr-Wrf) 5,EG

Una tercera ilustracién es la que provee el argumento:

S6lo un hombre calvo porta una peluca. Kaplan es un hombre que porta
una peluca. Este hombre no es calvo. Por lo tanto, este hombre no
es Kaplan.

Usando los simbolos “t”, “k”, “Mx”, “Bx”, “Wx”, para abreviar “este
hombre”, “Kaplan”, “x es un hombre”, “x es calvo” y “x porta una pe-
luca”, podemos simbolizar este argumento y demostrar su validez

como sigue:

1. {(x)[(MxWx) D Bx]

2. Mk Wk ,

3. ~Bt )~ = 1)
4. (Mk-Wk) D Bk 1,UI

5. Bk 4,2, M.P.
6. ~(t=k 3,5, 1Id.

Esta Gltima demostracién sirve para mostrar que usamos el principio
de Identidad no sélo para inferir & de ®u y » = x sino también
para inferir ~(v = x) a partir de ®v y ~&u. Para ser completos, y
por conveniencia incluimos en nuestro enunciado del principio de
Identidad su simetria y su reflexividad total, aunque su simetria
répidamente se deduce de las otras propiedades. Nuestra formu-
lacién es
Id. o du

v=p ~y v=p y P

Oy So~v = p) Sou=w Sop=p

Un uso importante paralelismo de identidad lo tenemos en la
formulacién de ciertos tipos comunes de enunciados exceptivos. Si
deseamos simbolizar 1a proposicién

Alberto esti en el equipo y es més ripido que cualquier otro miembro
del equipo.

A
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usando “a” por “Alberto”, “Tx” por “x esti en el equipo” y “Oxy”
por “x es mas rapido que y”, no podemos simplemente escribir

Ta- (x){Tx O Oax)
pues esto acarrearia

Qaa

que es falso porque ser mds rdpido que es una relacion irreflexiva.
La férmula precedente no traduce la proposicién dada, sino més
bien la proposicién necesariamente falsa:

Alberto esti en el equipo y es més ripido que cualquiera de sus miembros.

En esta segunda proposicién falta la importante palabra “otro”. La
primera proposicién no afirma que Alberto sea mas rapido que
cualquier miembro del equipo sino que cualquier otro “esto es’,
cualquiera que esté en el equipo y que sea otro que, o no idéntico a,
Alberto. La traduccién apropiada de la primera proposicién es

Ta* (0){[Tx*~(x = a)] D Oax}

Si adoptamos la convencién de abreviar ~(v = p) como v 7=y, la
férmula precedente puede escribirse

Ta-(0[(Tx-x # a) D Oax]

Haciendo un uso semejante del signo de Identidad, podemos simbo-
lizar las proposiciones

S6lo Juan ama a Maria.

y
Maria puede tolerar a cualquiera menos a Juan.
como
Lim«(x)ix # | D ~Lxm)
y

~Tmj*(x)[(Px-x # j} D Tmx]

Una técnica similar puede usarse al simbolizar la nocién expre-
sada por las frases “a lo mas” y “no més que”. Asi, el enunciado,

Hay cuando més una inauguracién.

interpretada no como afirmando que hay una inauguracién sino que
no hay méis de una, se puede simbolizar como

(X)y)[(Ox-Oy) D x = y]
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De manera semejante, el enunciado

No se permiten mds de dos visitantes.

interpretado como dejando abierta la cuestién de si hay visitantes
en absoluto se puede simbolizar

DYRI(VaVy Vo) D (x=zvy =z vx=y)

El signo de identidad es también util al simbolizar la nocién de a lo
menos. No se necesita para “a lo menos uno”, pues el cuantificador
existencial es suficiente para esto en si mismo; asi, el enunciado

Hay a lo menos un solicitante.
se simboliza
(Ax)Ax
Pero para simbolizar
Hay cuando menos dos solicitantes.
necesitamos el signo de identidad al escribir
AnAy)Ax-Ay-x # y]

Poniendo juntas las notaciones para “al menos uno” y “a lo mas
uno” tenemos un método para simbolizar las proposiciones numé-
ricas definidas. Asi, el enunciado

Hay un libro sobre mi escritorio.

que significa exactamente uno, se simboliza, usando “Bx™ por “x es
un libro” y “Dx” por “x estd sobre mi escritorio”, como

(3){ Bx-Dx-(y){(By*Dy) D y = x])
Y el enunciado

Cada estado elige dos senadores.

significando exactamente dos, se simboliza usando “Sx™ por “x es un
estado”, “Nx” por “x es un senador” y “Exy” por “x elige y”, como

(®){Sx D 3y)(32)[Ny-Nz-Exy- Exz y # =
(w)|[(Nw-Exw) D (w = y v w = 2)]]}

Finalmente, el enunciado (presumiblemente falso)
Cerbero tiene tres cabezas.

se simboliza usando “Hx” por “x es una cabeza de Cerbero”, como

(Ax)(Ay)(3=){Hx-Hy-Hz"x # y-y # z°x # 3+
(wHo D(w=xvw=yvw=23))}

W
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La notacién presente es adecuada para simbolizar enunciados arit-
méticos respecto a los individuos, pero simbolizar proposiciones de
aritmética pura requiere una herramienta légica mas poderosa como
la que se sugiere en la seccién siguiente.

Es muy raro que un individuo tenga dos nombres propios dife-
rentes v y px, de modo que u = v sea un enunciado significativo e
informativo. Sin embargo, a menudo se refiere a los individuos por
medio de frases descriptivas y no por medio de sus nombres propios.
Asi, cuando se ha cometido un crimen y la policia no ha encontrado
todavia al que lo cometi6 los periédicos no por eso quedan en silen-
cio sino que se refieren al individuo en cuestion como “el secues-
trador del hijo de Lindbergh” o “el conductor del automévil desa-
parecido”.

La palabra “el” (la, lo, etc.) tiene varios usos. En un sentido
tiene la fuerza de “todos” o “cualquiera”, como en “La ballena es un
mamifero”. Pero en otro sentido sirve para indicar existencia y uni-
cidad, como en las frases

El autor de Fuenteovejuna.
El hombre que maté a Lincoln.
La ciudad mis grande de Yucatan.

que se refieren a Lope de Vega, Booth y Mérida, respectivamente.
Una notacién bastante estandarizada para este sentido de la palabra
“el” involucra una iota invertida. Las tres frases de antes se simbo-
lizan (parcialmente) como

() {x escribié Fuemteovejuna).
(2x)(x es un hombre - x maté a Lincoln).

("x)(x es una ciudad de Yucatén - x es mayor que cualquier otra ciudad
de Yucatan).

En general, una férmula tal como “(1x) (x escribié Fuenteovejuna)”
se lee como “el x que escribid Fuenteovejuna” y se trata como un
nombre propio. Siendo esto asif podemos reemplazar la variable indi-
vidual x en la funcién proposicional ¥z por (w)(®v) para obtener
¥(w)(®v) como una instancia de sustitucién.

Normalmente, una descripcién definida en un argumento funcio-
na como lo hace un nombre propio. El principio de Identidad nos
permite inferir la conclusién “Scott escribié Marmion” a partir de
las premisas “Scott es el autor de Waverley” y “el autor de Waverley
escribié Marmion”. La proposicién “algo es mas grande que Detroit”
vilidamente se infiere por EG de la premisa “la ciudad més grande
de Illinois es mayor que Detroit”. Desde luego, EI instancia sola-
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mente con una variable y UG generaliza solamente de una variable,
de modo que no hay diferencia con respecto a estos dos principios
entre un nombre propio y una descripcién definida. Pero con respecto
al principio de Instanciacién Universal surgen ciertas diferencias
y dificultades.

Cuando la letra “F” designe un atributo, el simbolo complejo
“(x)(Fx)” se refiere a un individuo que tiene el atributo F si hay
un tal individuo y solamente uno. Pero, ;qué pasa si no hay individuo
tal o hay mas de un individuo con este atributo? En tal caso, como
no hay un individuo tnico al cual referirse por medio de la expre-
sién “(1x)(Fx)”, esa expresion no tiene referencia. El problema de
interpretar frases que aparentan referirse, pero que no lo hacen en
realidad, se pueden manejar de la siguiente forma debida a Russell.2
Una definicién explicita de un simbolo se da presentando otro sim-
bolo que le es equivalente en significado. Asi, el simbolo “soltero”
se define explicitamente igualandolo a la frase “hombre no casado”.
Un método alternativo de explicar el significado de un simbolo es
dar una definicién contextual y no explicita del mismo. Una defi-
nicién contextual de un simbolo no explica el significado del simbolo
aislado sino més bien explica el significado de cualquier enunciado
0 contexto en el que ocurre ese simbolo. No damos una explicacién
de la palabra “el” (o sea el simbolo iota) aislada sino que la pre-
sentamos en un método para interpretar toda oracién o férmula en
el que aparezca. Una definicién contextual se llama también una
“definicién en uso”, El anélisis de Russell de la descripcién definida
consiste en una definicién contextual o definicién en uso de la pa-
labra “el” en el sentido en que significa existencia y unicidad. Con-
sideremos la proposicién

El autor de Waverley fue un genio.

Parece afirmar 3 cosas: primeramente que
Hay un individuo que escribié Waverley.

en segundo lugar que
A lo mis, un individuo escribié Waverley.

y finalmente que

Tal individuo fue un genio.

? Véase “On Denoting”, Mind, n.s. Vol. 14 (1905). El articulo de Russell junto con los
tratamientos alternativos debidos a G. Frege y P. F. Strawson estd reimpreso en la Parte
1 de Contemporary Readings in Logical Theory, editado por I. M. Copi y J. A. Gould,
New York y London, The Macmillan Company, 1967.
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Las tres partes de su significado se pueden simbolizar —sin el uso
de la iota— como sigue:

(3 x)(x escribié Waverley)

(y)(y escribié Waverley D y = x)

x fue un genio.
Juntando estas 3 frases, se obtiene

( 3x){(x escribié Waverley) - (y)(y escribié6 Waverley
D y =x) -+ (x fue un genio)}

Tenemos aqui una traduccién simboélica del enunciado dado que no
contiene la palabra un tanto problemdtica “el” ni sinénimo alguno
de la misma. En general, cualquier enunciado de la forma

El tal y tal es cual y cual
o cualquier férmula tal como
¥ (1) @)
se ve como logicamente equivalente a
(3x){(xestal ytal) - (y)(yestalytal Dy = x) - (xes cualy cual)}
0 como
(30 {Px-(y)(Py D y = 2) ¥x}

Incidentalmente, cuando una propiedad estid expresada en la for-
ma superlativa de “el mejor”, “el mds rapido”, “el mas pesado” y cosas
semejantes, cualquier proposicion que la contenga se podra expresar
usando solamente las formas comparativas “mejor”, “mdis rapido”,

“mas pesado” o semejantes. Asi, el enunciado
El océano més grande se encuentra al occidente de América.

se puede simbolizar, usando “Ox” por “x es un océano”, “Wx” por “x
esta al oeste de América” y “Lxy” por “x es mayor que y”, mediante

(3I0{Ox-(y)(Oy*y # x) 2 Lxy]- Wx}

Una descripcién definida sélo se usa, de ordinario, cuando se cree
que tiene referencia. Uno normalmente usa las palabras “el tal y
tal”, sélo cuando cree que hay uno y solamente un tal y tal. Pero las
creencias suelen estar equivocadas y a veces usa uno una frase seme-
jante, aunque carezca de referencia. Cuando no la tiene, toda oracién
que afirme que el tal y tal tiene cual y cual atributo o estd en ésta o
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aquella relacion, es falsa. Asi, aunque pudiera ser verdadero que cada
cosa tiene una masa, es falso que

El hombre inmortal tiene masa.

pues esta oracién afirma la existencia de exactamente un hombre
inmortal siendo que no lo hay Y a menos que ocurra en algin con-
texto que aclare que a una montafa en particular es a la que se
refiere o que las montasias en general son las discutidas, el enunciado

La montafia tiene masa.

es falsa, pues afirma que sélo hay una montafa, siendo que hay mu-
chas. Estas observaciones debieran servir para aclarar que una frase
de la forma “el tal y tal”, o un simbolo del tipo “(=)(Fx)” no puede
ser instanciado sélo por el principio de Instanciacién Universal. Para
deducir la conclusién “G( )(Fx)” de “(x)Gx” necesitamos la premisa
adicional de que hay exactamente una cosa que es un F. Si falta esa
premisa la inferencia es invalida. Pero si estd la premisa presente, el
argumento ficilmente se demuestra vilido como sigue:

1. (x)Gx

2. (@wFx()Fy Dy =] /. Cox(Fy

3. FrlyFy Dy =1

4, Gx 1, UL

5. Fx'(y\Fy Dy = x)+Gx 3, 4, Conj.

6. (Ax){Fx+(y)Fy Dy = x)*Gx} 5,EG

7. (x{Fx-(y)Fy D y = 2)-Cx} 2,3-6, EI

8. G(m)(Fx) 7—definicién

Cualquier proposicién de la forma ¥ () (®x) es falsa si no hay x
que sea @ 0 si hay més de uno de ellos. En una proposicién semejante
la frase descriptiva (w)(®x) se dice que tiene una ocurrencia pri-
maria. Pero una proposicién que contiene una frase descriptiva
puede ser parte de un contexto (Vveritativo funcional) mais grande,
en donde la frase descriptiva se dird que tiene una ocurrencia se-
cundaria. Una proposicién en la que ('r)(®x) tiene una ocurrencia
secundaria, puede ser verdadera aunque no haya x que sea & o haya
mas de uno de ellos. Uno de los ejemplos m4s simples, ~¥ () (®x)
podria significar que

() @ Ox-(y)@y D y = 1) ~¥x)
0 que
@) ~(@x){®x-(y)®y D y = x)- ¥x)

Si no hay x que sea ® o hay més de uno, (1) es falsa y (2) es ver-
dadera. Para hacer definidas y no ambiguas, proposiciones que de



176 La Légica de las Relaciones

otra manera serian ambiguas, Russell propuso usar féormulas de la
forma (ix)(@x) como una especie de “indicador de alcance”. Pero
las reglas que gobiernan éstas son muy complicadas, y para ellas
no tendremos utilizacién aquf. De hecho, no usaremos las férmulas
de la forma (sx)(®x), sino usaremos en su lugar la traduccién
simbdlica explicita que involucra cuantificadores y el simbolo de
identidad.

EJERCICIOS

Demostrar la validez de los siguientes argumentos usando solamente el
simbolo de identidad, ademés de las abreviaciones indicadas:

1. El arquitecto que disefi6 el Tappan Hall solamente disefia edificios de ofi-
cinas. Por lo tanto, el Tappan Hall es un edificio de oficinas. (Ax: x es
un arquitecto. t: Tappan Hall. Dxy: x disefi6 y. Ox: x es un edificio de
oficinas.)

*2. El profesor de griego de la Escuela Preparatoria es muy instruido. Por
lo tanto, todos los profesores de griego de la Escuela Preparatoria son
muy instruidos. (Px: x es un profesor de griego. Sx: x esti en la Escuela
Preparatoria. Lx: x es muy instruido.)

3. El estado més pequefio estd en Nueva Inglaterra. Todos los estados de
Nueva Inglaterra son primordialmente industriales. Por lo tanto, el estado
mas pequefio es primordialmente industrial. (Ex: x es un estado. Nx: x
estd en Nueva Inglaterra. Ix: x es primordialmente industrial. Mxy: x es
menor que y.)

*4, El corredor mas rapido es un escandinavo. Por lo tanto, cualquiera que
no sea escandinavo puede ser vencido en una carrera por alguna persona
(o alguna otra). (Sx: x es un escandinavo. Px: x es una persona. Fxy: x
corre mas rapidamente que y.)

5. Todos los participantes serén vencedores. Habr4 cuando més un vencedor.
Hay cuando més un participante. Por lo tanto, hay exactamente un partici-
pante. (Px: x es un participante. Vx: x serd vencedor.)

*g. Cualquier pez puede nadar mds ripidamente que uno més pequefio. Por
lo tanto, si hay un pez mé#s grande, entonces habrd un pez mis répido,
(Fx: x es un pez. Lxy: x es mayor que y. Sxy: x puede nadar mas rapida-
mente que y.)

7. Adams y Brown fueron los Unicos invitados al banquete, que bebieron.
Todos los invitados al banquete que llevaron licor bebieron. Adams no llevé
licor. Si algtin invitado al banquete bebié entonces algin invitado al ban-
quete que bebi6é debi6 llevar licor. Todos los que bebieron se embriagaron.
Por lo tanto, el invitado al banquete que llevé licor se embriagé. (a:
Adams. b: Brown. Ix: x fue un invitado al banquete. Bx: x bebi6. Lx: x
llevé licor. Ex: x se embriagé.)

8. Cualquiera que haya escalado el Monte Blanco es més valeroso que cual-
quiera que no lo haya hecho. Sélo el miembro més joven de nuestro equipo
ha escalado el Monte Blanco. Todos los miembros de nuestro equipo son
veteranos. Por lo tanto, el miembro mds valeroso de nuestro equipo es
un veterano. (Ex: x ha escalado el Monte Blanco. Nx: x estid en nuestro
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equipo. Ix: x es un veterano. Vxy: x es mas valeroso que y. Mxy: x es
mayor que y.)

9. Hay exactamente un centave en mi manc derecha. Hay exactamente un
centavo en mi mano izquierda. No hay nada en mis dos manos a la vez,
Por lo tanto, hay exactamente dos centavos en mis manos. (Cx: x es un
centave. Dx: x estd en mi mano derecha. Ix: x estid en mi mano izquierda. )

10. Todos los acompaiiadores eran gaiteros. Todos los gaiteros estaban en la
barraca. Cuando mas, dos individuos estaban en la barraca. Habia por lo
menos dos acompanadores. Por lo tanto, habia exactamente dos gaiteros,
(Ax: x era un acompafiador. Gx: x era un gaitero. Bx: x estaba en la
barraca.)

3.3. Variables Predicadas y Atributos de Atributos

En toda la discusién que precede, se ha confinado la cuantifi-
cacién a las variables individuales. Con la excepcion de las letras
griegas fi y psi, todos los simbolos de atributos y los simbolos de
relaciones que se han introducido han sido constantes. Las letras
‘W7, “S” y “B” en nuestro uso de “Wx”, “Sxy” y “Bxyz” como abrevia-
ciones de “x es sabio”, “x es un hijo de y” y “x estd entre y y z”, han
designado atributos definidos de, o relaciones entre, individuos. Sin
embargo, las variables de atributos Y las variables de relaciones se
pueden introducir también y cuantificarse.

Poniendo a un lado las letras maysculas “F”, “G”, “H”, como
variables de atributos o relaciones y refiriéndose a ellas indiferente-
mente como “variables predicadas”, entonces las mismas técnicas
de cuantificacién que ya nos son familiares permitirdn simbolizar
una gran variedad de enunciados. Estaremos en posibilidad de sim-
bolizar enunciados respecto a todos o algunos de los atributos o
relaciones que las cosas puedan tener o en las cuales las cosas
puedan estar. La expresién

Fx

que consiste en una variable predicada y una variable individual
yuxtapuesta, en ese orden, se puede considerar como una funcién
proposicional de dos variables. Por instanciacién con respecto a las
dos variables obtenemos proposiciones singulares como “Sécrates es
mortal” y “Platén es sabio” que se expresan simbélicamente como
“Ms” y “Wp”. Por instanciacién respecto a la variable predicada y
generalizacién respecto a la variable individual obtenemos propo-
siciones simplemente generales ya familiares tales como

(x)Mx  (todo es mortal)
(3x)Wx (algo es sabio)
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Todas éstas las hemos visto antes. Un nuevo tipo de proposicién, sin
embargo, aunque todavia simplemente general, se obtiene por instan-
ciacién con respecto a la variable individual y generalizacién con res-
pecto a la variable predicada. Aqui tenemos

(F)Fs  (Sécrates tiene todos los atributos)
( 3F)Fp (Platén tiene algin atributo)

Finalmente, generalizando con respecto a ambas variables se obtie-
nen las siguientes proposiciones doblemente generales:

(1) (WF)Fx (5) (F)x)Fx

(2) ()(3F)Fx (6) (F)(3x)Fx
(3) (Fa)F)Fx (1) (AF)x)Fx
(4) (3x)(3F)Fx (8) (3F)(3x)Fx

De éstas, (1) y (5) son claramente equivalentes, pues (1) afirma que
Toda cosa tiene todo atributo.

y (5) afirma que
Todo atributo pertenece a toda cosa.

Las proposiciones (4) y (8) también son equivalentes entre si, pues
(4) afirma que

Alguna cosa tiene algan atributo.
y (8) afirma que
Algin atributo pertenece a alguna cosa.

Las proposiciones restantes, sin embargo, son todas distintas. Se les
puede expresar en castellano como

(2) Toda cosa tiene algun atributo (o algin otro).

(3) Hay una cosa que tiene todo atributo.

(6) Todo atributo pertenece a alguna cosa (o alguna otra).
(7) Hay un atributo que pertenece a todas las cosas.

No hay equivalencias aqui, pero la proposiciéon (3) logicamente
acarrea la proposicién (6) y la proposicién (7) logicamente trae
consigo la proposicién (2). Estas implicaciones formalmente pueden
establecerse por medio de nuestras reglas familiares de cuantifica-
cién, permitiendo los simbolos “x” y “v” de las reglas para denotar
las variables predicadas asi como las variables individuales con las

mismas restricciones sobre su aplicacién, claro esta.
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Cuando las variables predicadas se introducen Yy se permite su
cuantificacién se puede dar una definicién completamente simbélica,
esto es, formal, para el simbolo de identidad. La definicién es

(x = y) = df (F)(Fx= Fy)
De esta definicién tenemos

@l(x = y) = (F)Fxr = Fy)]

como consecuencia légica. Y de la ultima se pueden deducir todos
los atributos de la relacién de identidad.

En su mayor parte, nuestra discusién precedente ha concernido
solamente a los atributos de las cosas. Pero las cosas no son las
dnicas entidades que tienen atributos. En la Sec. 5.3 discutimos
varios atributos que se pueden atribuir a, o predicar de, las relacio-
nes. Y los atributos mismos pueden tener atributos: asi el atributo
de ser honesto tiene el atributo de ser deseable; una virtud (que es
un atributo) puede a su vez tener el atributo de ser rara; y el atri-
buto de ser desconsiderado tiene el atributo de ser comun.

Una vez que se ha notado que algunos atributos pueden predi-
carse de otros atributos llega la tentacién de predicar ciertos atribu-
tos de si mismos. Por ejemplo, el atributo de ser abstracto parece él
mismo ser abstracto, mientras que el atributo de ser concreto no
parece en si, ser concreto. Cualquier atributo que se puede con
verdad predicar de si mismo se diri que es un atributo predicable.
Asi, ser predicable es un atributo que pertenece a todos aquellos y
solamente aquellos atributos que pueden ser predicados verdadera-
mente de si mismos. Por el otro lado, todo atributo que no puede ser
verdadero predicado de si mismo se dird que es un atributo impre-
dicable. Asi, ser impredicable es un atributo que pertenece a todos
aquellos y solamente aquellos atributos que no pueden ser verda-
deros predicados de si mismos.

Si ahora nos preguntamos si el atributo de ser impredicable puede
ser predicado verdaderamente de si mismo o no puede serlo, llegamos
a la siguiente conclusién triste. Si el atributo de ser impredicable
puede ser predicado con verdad de si mismo, entonces tiene el atri-
buto de ser impredicable, de donde se sigue por definicion que no
puede ser verdaderamente predicado de si mismo. Por el otro lado,
st el atributo de ser impredicable no puede ser verdadero predicado
de sf mismo, entonces como todos los otros atributos que no pueden
ser verdaderos predicados de si mismos, tiene el atributo de ser
impredicable, lo cual quiere decir que puede ser verdadero predi-
cado de si mismo. Hemos asi llegado a una contradiccién.
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La contradiccién se puede derivar més claramente simbolizando
el atributo de ser impredicable con “I” definiéndolo formalmente
como

IF = df ~FF

cuya definicién tiene la siguiente proposicién general como una
consecuencia légica inmediata:

(F)YIF = ~FF)

De la ultima, por el principio de Instanciacién Universal, podemos
instanciar con respecto a “I” mismo para obtener

= ~II
que es una contradiccién explicita.®

Se han propuesto muchos métodos para evitar estas contradic-
ciones. Uno de los mejor conocidos es la Teoria (simple) de los Ti-
pos Logicos* de Russell de la que podemos dar la siguiente formula-
cién general. De acuerdo con Russell las entidades se dividen en una
jerarquia de tipos légicos diferentes, el méas bajo de los cuales
consiste en todos los individuos, el siguiente en todos los atributos
de individuos, el siguiente en todos los atributos de atributos de in-
dividuos, el siguiente en todos los atributos de atributos de atribu-
tos de individuos, y asi sucesivamente. Las relaciones y sus atri-
butos nos dan otras jerarquias que ignoraremos en esta discusién.
El punto esencial en la teorfa de los tipos no es meramente la
divisién de todas las entidades en tipos légicos diferentes sino
la restriccién de que cualquier atributo que pueda significativamente
predicarse de una entidad de un tipo l6gico no puede significativa-
mente predicarse de cualquier entidad de cualquier otro tipo légico.
Para algunos atributos la teoria de los tipos parece perfectamente

3 Ver Principles of Mathematics, de Russell, Cambridge, Inglaterra. 1903, Pags. 79-80,
97-98 y 102. Ver también Logical Syntex of Language, de Carnap, New York, 1937, Pag. 211.

+ Russell formulé iniciaimente su teoria de los tipos légicos en el apéndice B de su
Principles of Mathematics. Una versién mis complicada de la teorfa, escrita para atacar
ciertos problemas de otra indole también, se presentard en el Apéndice C de este volumen.
Véase también “Mathematical Logic as Based on the Theory of Types” de Russell,
American Journal of Mathematics, Vol. 30 (1908), P4ags. 222-262, reimpreso en Bertrand
Russell: Logic and Knowledge. Essays 1901-1950, editado por Robert Charles Maresh,
Londres, 1956 y el Cap. 2 de la Introducciéna la primera edicién de Principia Mathematica
por Whitehead y Russell, Cambridge, Inglaterra, 1910-1913. El lector interesado debiera con-
sultar también The Theory of Logical Types por Irving M. Copi, Londres, 1971, Routledge
and Kegan Paul. La solucién altermativa mejor conocida de la contradiccién es la clase
de teorfa de conjuntos axiomitica publicada primeramente por E. Zermelo en “Untersu-
chugen iber die Grundlagen der Mengenlehre T’ Mathematische Annalen, Vol. 65 (1908),
Pigs. 261-281. El articulo de Zermelo fue traducido por S. Bauer-Mengelberg como
“Investigations in the Foundations of Set Theory 1I” en De Frege a Gddel por Jean van
Heijenocort, Cambridge, Mass., 1967. Una discusién brillante de estas alternativas puede
encontrarse en Willard van Orman Quine, Set Theory and Its Logic, Cambridge, Mass., 1963,
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obvia. Asi, una cosa individual puede ser de color naranja, pero cla-
ramente no tiene sentido decir de algin atributo que es de color
naranja. Y un atributo puede tener muchas instancias, pero no tiene
sentido ni afirmar ni negar que una cosa individual tenga muchas
instancias,

La motivacién primordial para aceptar la teoria de los tipos
16gicos, sin embargo, no es ni su naturalidad ni su obviedad, sino el
hecho que permite evitar contradicciones como la del pretendido atri-
buto “impredicable”. De acuerdo con esta teoria el tipo de un
atributo debe ser més alto que el tipo de cualquier entidad de la cual
se pueda significativamente predicar. Consecuentemente, no tiene
sentido ni afirmar ni negar de ningiin atributo que pertenezca a si
mismo; expresiones como “FF” y “~FF” deben rechazarse por ca-
rentes de significado. En consecuencia, no es posible definir el
atributo “impredicable” y la contradiccién desaparece. La versién
de la teoria de los tipos que acabamos de bosquejar recibe a veces
el nombre de “Teoria Simple de los Tipos” y es suficiente para des.-
cartar todas las contradicciones de esta indole. Tiene también cierta
consonancia con el sentido comin. No obstante, existen saluciones
alternativas o maneras de evitar las contradicciones de modo que la
teoria de los tipos 16gicos no puede ser vista como la solucién. Ha sido
ampliamente aceptada, sin embargo, y aqui la seguiremos al intro-
ducir un nuevo tipo de simbolo para representar atributos de atribu-
tos de individuos.

Algunas palabras tienen mas de un solo significado, desde luego,
y en cierto sentido designan un atributo de individuos Yy en otro sen-
tido designan un atributo de atributos de individuos. Asi, la palabra
“raro” en un sentido designa un atributo de atributos de individuos:
un atributo de individuos es raro si esti ejemplificado por solamente
unos cuantos individuos y en este sentido no se le puede afirmar o
negar significativamente de los individuos mismos. Pero por otro
lado, hay un sentido diferente de la palabra “rare” en el que designa
un atributo de una masa individual de gas, y en este sentido no se
le puede afirmar o negar significativamente de un atributo. Para
evitar la ambigiiedad simbolizamos los atributos de atributos de in-
dividuos con letras maytisculas negras cursivas “A”, “‘B”, “C”, ...,
para evitar que se les confunda con atributos de individuos. Con-
tando con esta nueva herramienta simbélica podemos traducir a
nuestra notacién proposiciones tales como “la impuntualidad es
una falta” y “ser veraz es una buena cualidad”. Aqui usamos “Ux”,
“Tx”, “FF”, “GF” para abreviar “x es impuntual”, “x es veraz”,
“F es una falta” y “F es buena” y simbolizamos las dos proposiciones
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enunciadas como “FU” y “GT”. También pueden simbolizarse pro-
posiciones més complejas. Las proposiciones

Todos los atributos itiles son deseables.

Algunos atributos deseables no son utiles.

se pueden simbolizar usando los simbolos “UF” por “F es 1util” y
“DF” por “F es deseable”, como

(F)UF D DF)

(3F)(DF- ~UF)
Finalmente, la proposicion

Tomas tiene todas las buenas cualidades de su madre.

se puede simbolizar usando los simbolos adicionales “t” por “Tomas”
y “Mxy” por “x es madre de y°, como

(F){(3n)[Mxt-(y)(Myt D y = x)+ Fx-GF] D Ft)
0 como

(3x){Mat+(y}Myt D y = x)+(F)[(Fx*GF) D Ft]}

EJERCICIOS

I. Simbolizar las siguientes proposiciones:

1. Nada tiene todos los atributos.

2. Algunos atributos no pertenecen a nada.

*3. No hay dos cosas que tengan todos sus atributos en comin.
4. Cualesquier dos cosas tienen algin atributo comun.

5. Napole6n tenia todos los atributos de un gran general. (n: Napoledn.
Gx: x es un gran general.)
+6. David tiene todos los defectos de su padre y ninguna de sus virtudes.

(d: David. Fxy: x es padre de y. FF: F es un defecto. VF: F es una
virtud.)

7. Jones y Smith comparten todas sus buenas cualidades, pero no tienen
malas cualidades en comiin. (j: Jones. s: Smith. BF: F es una buena
cualidad. MF: F es una mala cualidad.)

8. Nada que posea todos los atributos raros tiene un atributo ordinario.
(RF: F es raro. OF: F es ordinario.)

*9. Una persona que posea todas las virtudes es una persona virtuosa,
pero hay personas virtuosas que no poseen todas las virtudes. (Mx: x
es una persona. Vx: x es un individuo virtuoso. VF: F es una virtud.)
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10. Cada cual tiene algin atributo no usual (o algin otro atribute no

usual ); seria no usual la persona que careciese de atributos no usua-
les. (PX: x es una persona. Ux: x es un individuo no usual UF: F
es un atributo no usual.)

II. Demostrar las siguientes:

L
2.
3.
4.
5.

*@.
7.
8.

*10.

11,

12.

13.

x)(F)Fx] = [(F)(x)Fx]

Ix)(AF)Fx] = [(IF)(Ix)Fx]

3x)(F)Fx] D [(F)(3x)Fx]

AF)(x)Fx] D [(x)(3F)Fx]

(IR)(x)(Iy)Rxy] O [(x)(Ay)3IR)Rxy)

Toda relacién (diddica) que sea transitiva e irreflexiva es asimétrica.
Todas las relaciones diadicas intransitivas son irreflexivas.

Cualquier relacién disdica que tenga todo individuo con algin indivi-
duo (o algin otro) es totalmente reflexiva si es tanto simétrica comeo
transitiva.

. De la premisa “)P(x = y) = (F)(Fx == Fy)]” (que es verda-

dera por definicién), deducir que la relacién de identidad es simé-
trica no usando el principio 1d.

A partir de la misma premisa de 9 y bajo la misma restriccién dedu-
cir que la relacién de identidad es totalmente reflexiva.

De la misma premisa que el ejercicio 9 Yy con la misma restriccién
deducir que la relacién de identidad es transitiva,

8i los circulos son elipses, entonces los circulos tienen todas las pro-
piedades de las elipses.

Todas las relaciones (diadicas) que son tanto simétricas como transi-
tivas son reflexivas.






Sistemas Deductivos

6.1. Definicion y Deduccion

En los capitulos precedentes se ha presentado cierto numero
de principios de Ila légica. Estos principios constituyen ciertos
conocimientos respecto a la légica, pero no constituyen una ciencia
de la légica, pues una ciencia es conocimiento organizado. De nin-
guna simple lista o catdlogo de verdades se dirA nunca que consti-
tuye un sistema de conocimiento o una ciencia. Tenemos conoci-
miento cientifico sélo cuando las proposiciones que presentan lo que
sabemos estin organizadas de manera sistemaitica, para exhibir sus
relaciones mutuas. Si un sistema de la légica o una ciencia de la
l6gica o una ciencia de los principios légicos es lo que debe llevarse
a cabo, dichos principios deberin estar arreglados u organizados de
manera sistematica. Esta es la tarea que intentaremos, en una escala
limitada, en los siguientes capitulos. Pero antes seri de interés con-
siderar las cuestiones generales acerca de cuéles de las interrela-
ciones son importantes y c6mo se pueden organizar las proposiciones
€n un sistema o ciencia.

Todo conocimiento que poseemos se puede formular en propo-
siciones y estas proposiciones estin formadas por términos. En
cualquier ciencia, algunas proposiciones pueden deducirse de otras
proposiciones o demostrarse con base en ellas. Por ejemplo, las leyes
de Galileo de la cafda libre de los cuerpos y las leyes del movimiento
planetario de Kepler; todas se pueden derivar de las leyes de Newton
sobre la gravitacién y el movimiento, y el descubrimiento de estas
interrelaciones deductivas fue una fase excitante en el desarrollo de
la ciencia de la fisica. Asf, una relacién importante entre las pro-
posiciones de una ciencia es la deducibilidad. Las proposiciones que
dan cuerpo al conocimiento respecto a una materia llegan a ser una
ciencia de esta materia cuando se las arregla u ordena exhibiendo
algunas de ellas como conclusiones deducidas de las otras.
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En cualquier ciencia, ciertos términos involucrados en sus propo-
siciones pueden definirse basandose en otros términos. Por ejemplo,
en la Fisica, la densidad se define como la masa por unidad de
volumen, la aceleracién se define como la razén de cambio de la
velocidad con respecto al tiempo, y la velocidad a su vez se define
como la razén de cambio de la posicién respecto al tiempo. Esta defi-
nicién de unos términos por medio de otros también sirve para re-
velar interrelaciones de las proposiciones. Muestra c6mo conciernen
a una materia comun e integra los conceptos de la ciencia como las
deducciones integran sus leyes o enunciados. Las proposiciones que
dan cuerpo al conocimiento llegan a ser una ciencia, en parte, cuan-
do algunas de las palabras o simbolos que contienen se definen en
términos de sus otros simbolos.

El reconocimiento de la importancia de la definicién y de la
deduccién, para cualquier ciencia, puede sugerir un ideal para los
sistemas cientificos. Se puede imaginar que en una ciencia ideal
todas las proposiciones debieran demostrarse, deduciéndolas de otras,
y todos los términos debieran definirse. Pero esto seria “ideal” sélo
en el sentido de que es de realizacién imposible. Los términos se
pueden definir sélo por medio de otros términos cuyo significado
se presupone y deben estar entendidos previamente si se quiere que
las definiciones expliquen los significados de los términos que se
definen. Y las deducciones pueden establecer sus conclusiones sélo
basandose en las premisas que deberdn haber sido verificadas antes,
si las conclusiones realmente han de quedar establecidas por las
demostraciones. Por lo tanto, si todos los términos o simbolos de un
sistema han de definirse dentro del sistema, debe haber o sucesiones
infinitas de definiciones o definiciones circulares, como en un diccio-
nario de bolsillo que define la palabra “amplio” con significado
extenso y la palabra “extenso” como amplio. Es obvio que las defi-
niciones circulares no tienen valor como explicaciones, y las suce-
siones infinitas de definiciones tampoco tienen valor, pues ningin
término quedard verdaderamente explicado sino hasta alcanzar el
final y una sucesién infinita no tiene fin. De manera semejante,
para demostrar todas las proposiciones deberd haber regresiones in-
finitas de demostraciones o demostraciones circulares. Y éstas no
son menos objetables.

Debe admitirse que dentro de un sistema de proposiciones que
constituye una ciencia no todas las proposiciones pueden demostrarse
y no todos los términos pueden definirse. No es que haya alguna
proposicién en particular que no se pueda demostrar o algin tér-
mino en particular que no se pueda definir sino que no se pueden
demostrar todas o definir todos sin una regresién o una circularidad
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viciosa. El ideal de la ciencia, entonces, no puede ser un sistema
en el que cada proposicién se demuestre y cada término se defina
sino que es una en que un nimero minimo de proposicicnes bastan
para la deduccién del resto de ellas y un nimero minimo de tér-
minos son suficientes para definir todos los demais. Este ideal del
conocimiento se describe como un sistema deductivo.

6.2. La GGeometria Euclidiana

La geometria Euclidiana constituye el méas antiguo de los ejem-
plos de conocimiento sistematizado o ciencia, Ademas de su propio
interés histérico e importancia, tiene la ventaja (para nosotros) de
ser un ejemplo con el que el lector ya ha entrado en contacto en la
escuela secundaria,

Se reconoce generalmente que la geometria como ciencia fue ori-
ginada y desarrollada por los griegos. Entre las contribuciones mas
importantes a su desarrollo se cuentan las de los matematicos Pita-
goras y Euclides. Pero los egipcios, milenios antes, posefan ya las ver-
dades geométricas como lo atestiguan sus pirimides que ya eran
antiguas en el tiempo de Pitagoras (siglo v1 a. de J.C.). Hay eviden-
cia de que los babilonios, muy anteriores, estaban familiarizados con
varios principios de la geometria. Si el conocimiento geométrico ya
existia antes de su tiempo, jen qué sentido fueron los griegos los que
originaron la ciencia de la geometria? La respuesta ya la hemos indi-
cado. Antes de Pitdgoras el conocimiento geométrico del hombre con-
sistia en una coleccién o catilogo de hechos casi completamente
desconectados unos de otros. Las verdades geométricas s6lo const-
tufan una lista de reglas empiricas utiles para la medicién de las
tierras o la construccién de puentes y edificios, y no habia sistema en
su conocimiento de las verdades geométricas. Al introducir el orden
€n esta materia, los griegos la transformaron de una coleccién de
hechos aislados de conocimiento en una ciencia.

El sistema fue introducido en la geometria mediante la deduccién
de algunas de sus proposiciones a partir de otras. Las proposicio-
nes de la geometria fueron ordenadas enlistando antes aquellas que
Pudiesen usarse como premisas en las demostraciones de las que se
escribfan a continuacién. Esta sistematizacién de la geometria la
inicié Pitidgoras y la continuaron sus seguidores. Culminé en los
Elementos de Euclides (alrededor de 300 a. de J.C.), en donde todas
las proposiciones geométricas fueron ordenadas comenzando por los
axiomas, las definiciones y los postulados, y continuando con
los teoremas deducidos de las proposiciones iniciales. La geometr{a fue
plasmada en la forma de un sistema deductivo por los griegos. Suyo
es el primer sistema deductivo que se ide6 y tan grande fue este logro
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que ha servido como modelo para el pensamiento cientifico desde
entonces hasta nuestros dias. Todavia hoy las ciencias mas avanza-
das son las que mas se aproximan a la forma de un sistema deduc-
tivo. Estas son las ciencias que han alcanzado un ntmero relativa-
mente pequefio de principios muy generales de los cuales se derivan
un ntmero relativamente grande de otras leyes y casos especiales.
Ciertas partes de la fisica se han formulado como sistemas deductivos
y también se han hecho intentos semejantes, con resultados un tanto
menos impresionantes, en partes de la biologia y de la psicologia. Tal
vez el mas audaz de los intentos hechos en esta direccién fue el de
Spinoza, cuyo trabajo mas importante, la Etica, fue escrito en forma
“geométrica”. Partiendo de axiomas y definiciones, Spinoza intentd
deducir el resto de sus doctrinas metafisica y ética como teoremas
demostrables fundados en estos supuestos iniciales.

Fuclides inicia su geometria con las definiciones de algunos tér-
minos que usa en su desarrollo. Asi, la Definicién 1 dice: “un punto
es aquello que no tiene partes”, y la Definicién 2 dice: “una linea es
longitud sin ancho”. Euclides no intenta definir todos sus términos,
desde luego. Las dos primeras definiciones definen respectivamente
Jos términos “punto” y “linea”. Las palabras usadas en esas defini-
ciones, tales como “partes”, “longitud” y “ancho”, no se definen sino
que para Euclides se cuentan entre los términos indefinidos del sis-
tema. Al introducir nuevos términos sus definiciones usan los tér-
minos previamente definidos tanto como los originales indefinidos.
Asi, 1a Definicién 4 es: “Una linea recta es... [una linea] ... que
yace igualmente entre sus puntos extremos”;* no sélo usa términos
indefinidos como “igualmente” y “entre” sino también los definidos
previamente, “punto” y “linea”.

El uso de los términos definidos es, desde el punto de vista de la
16gica, sélo cuestién de conveniencia. Tedricamente, toda proposicion
que contiene términos definidos puede traducirse a una que sélo
contenga términos indefinidos reemplazando cada aparicién de un
término definido por la secuencia de términos indefinidos usada para
definirlo. Por ejemplo, el Postulado 1: “Se supone que de un punto
a otro cualquiera es posible trazar una linea recta”, que contiene los
términos definidos “recta”, “linea” y “punto” puede expresarse sin
usar esos términos definidos, como: “Supéngase que se puede trazar
una longitud sin anchura que yazca igualmente entre sus partes ex-
tremas que (en si mismas) no tienen partes, de cualquier cosa que
no tenga partes a cualquier otra cosa que no tenga partes”. Pero esta
versién del postulado es extremadamente torpe. Aungue en teorfa se
les puede eliminar, en la préctica se hace una economia considerable

* Estas son citas de “Las Geometrias no Euclidianas” por L. Santalf. (N. del T.)
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de espacio, tiempo y esfuerzo usando términos definidos relativa-
mente breves en vez de largas secuencias o combinaciones de los
indefinidos.

Al establecer su sistema deductivo de la geometria, Euclides di-
vidi6 sus proposiciones indefinidas en dos grupos, llamado el uno de
los “Axiomas” y el otro, de los “Postulados”. No obstante, él no dio
razén para hacer esta divisién, y no parece haber una base clara para
distinguirlos. Es posible que le pareciera que unos eran mis gene-
rales que otros o psicolégicamente mas obvios. En nuestros dias, se
ha optado por no hacer la distincién, sino considerar todas las propo-
siciones iniciales no demostradas de un sistema deductivo en una
misma categoria o posicién y referirse a todas, indiferentemente,
como “axiomas” o como “postulados” sin diferenciar los significados
de esos dos términos.

Todo sistema deductivo, bajo pena de caer en un circulo o regre-
sién viciosa, debe contener algunos axiomas (o postulados) que se
suponen, pero no se demuestran en el sistema. No es necesario que
se trate de suposiciones precarias o meras suposiciones. Puede ser
que se les establezca con un gran cuidado y de manera muy convin-
cente, pero no se les demuestra dentro del sistema mismo. Todo argu-
mento con el que se intente establecer la verdad de los axiomas est4,
definitivamente, fuera del sistema, es decir, que es extrasistemdtico.

El concepto antiguo de la geometria euclidiana no sélo sostenia
que todos los teoremas se seguian légicamente de los axiomas vy,
por tanto, eran tan verdaderos como los axiomas, sino también que
los axiomas eran autoevidentes. En esta tradicién, todo enunciado
es considerado “axiomatico” cuando su verdad esti mds allid de cual-
quier duda, siendo evidente en si mismo y no requiriendo demostra-
cién alguna. Sin embargo, por lo que hemos dicho se deberia ver con
claridad que nosotros 70 usamos la palabra “axioma” en ese sentido.
No se pretende aqui que los axiomas de un sistema cualquiera sean
verdaderos de manera autoevidente. Toda proposicién de un sistema
deductivo que se suponga, sin demostracién en el sistema, es un
axioma de ese sistema. Este punto de vista moderno ha surgido en
gran medida como consecuencia del desarrollo histérico de la geo-
metria y la fisica.

Por mucho tiempo se crey6 en la verdad autoevidente de los axio-
mas (y los postulados) euclidianos. Pero no era una creencia que se
tomara en forma muy entusiasta. La mayor parte de los axiomas,
como el Axioma 9: “El todo es mayor que su parte”, no se discutian;
pero aunque no se dudase de la verdad del Axioma 12 (el famoso
“Postulado de las paralelas™), la “autoevidencia” del mismo era objeto
de muchas dudas. El Axioma 12, dice: “Si una linea recta encuentra
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dos lineas rectas, de modo que la unién de los dos angulos internos
del mismo lado sea menor que dos angulos rectos, estas dos lineas
rectas, prolongadas suficientemente y de manera continua, se encon-
traran del lado en que se encuentran los angulos interiores cuya unién
es menor que dos 4ngulos rectos”.! Proclo, un filésofo neoplaténico
del siglo v a. de J.C., escribié el siguiente comentario: “Este debiera
quitarse de los postulados, pues es un teorema de mucha dificul-
tad...”? Es decir, que sin poner en duda que fuera verdadero, se
negaba que fuera autoevidente, lo que se consideraba una razén
suficiente para relegarlo de su elevada posiciéon de axioma a la menos
elevada posicién de nada mas que un teorema.

La historia de las matematicas estd llena de intentos para de-
mostrar que la proposicién citada es un teorema, ya sea deduciéndola
de los otros axiomas de Euclides, o de dichos axiomas completados
con algin supuesto adicional mds cercano a la “autoevidencia”. Nin-
guno de los intentos de esta dltima clase prosperd, porque todo su-
puesto adicional o alternativo al postulado de las paralelas, suficien-
temente fuerte para demostrar el postulado de las paralelas, resulté
que no era mas autoevidente que la hipétesis del mismo Euclides. La
primera clase de intento también fracasé; simplemente no era posible
deducir el postulado de las paralelas a partir de los otros. El intento
mas fructifero fue el del matemaitico italiano Gerolamo Saccheri
(1667-1733) que sustituyé el postulado de las paralelas por otros
supuestos, contrarios, y después fraté de deducir una contradiccion
del conjunto de los otros postulados de Euclides y este sustituto. Si
hubiese tenido éxito, habria logrado una demostracién por reduccion
al absurdo del postulado de las paralelas. Dedujo muchos teoremas
que consider6 absurdos porque eran ajenos al sentido comin o
la intuicién geométrica ordinaria. Asi, creyé alcanzar el €xito en la
demostracién del postulado de las paralelas y en ‘“reivindicar a Eucli-
des”. Pero los teoremas que dedujo, “absurdos” en el sentido de que
violan las intuiciones geométricas ordinarias, no eran absurdos en el
sentido matematico légico de ser autocontradicciones. En vez de
demostrar el postulado de las paralelas, lo que hizo (sin saberlo)
Saccheri fue algo méis importante: establecer y desarrollar, por pri-
mera vez, un sistema de geometria no euclidiana.

El postulado de las paralelas es, de hecho, independiente de los
otros postulados euclidianos —pero esto no se demostré sino hasta

1 Aparece como el Postulado 5 en The Thirteen Books of Euclid’s Elements, Cambridge,
Inglaterra, Cambridge University Press, 1926. Puede consultar las Pigs. 202 y sigulentes del

Vol. I de esta obra el lector interesado en un buen estudio de la historia del postulado de las
paralelas.

2 Misma obra, Pig. 202.
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los tiempos modernos—-. Es independiente de los otros postulados en
el sentido de que ni el postulado ni su negacién es deducible de ellos.
Lobachevsky y Riemann son los matemaéticos més notables que desa-
rrollaron los sistemas alternativos de geometria, las geometrias no
euclidianas. A éstas se las consideré por mucho tiempo como ficcio-
nes ingeniosas, nada mas que juegos matemaiticos, en contraste con
la geometria euclidiana que era “verdadera” respecto al espacio que
nos rodea. Pero las investigaciones astronémicas posteriores, siguien-
do los lineamientos dados por Einstein en su teoria de la relatividad
tienden a mostrar que —hasta donde el problema es significativo—
el espacio “real” o fisico es més probablemente no euclidiano que
euclidiano. En todo caso, la verdad o falsedad de sus axiomas es una
cuestién puramente externa de cualquier sistema deductivo. La verdad
de sus proposiciones es una consideracién extrasistematica. Es sin
duda importante en cuanto que un sistema deductivo es conocimiento
ordenado; pero cuando concentramos nuestra atencién en el sistema
como tal, el orden es su caracteristica mas importante.

Desde el punto de vista puramente matematico o légico, un siste-
ma deductivo puede ser visto como un argumento vasto y complejo.
Sus premisas son los axiomas, y su conclusién, la conjuncién de
todos los teoremas deducidos. Como ocurre con cualquier otro argu-
mento, la cuestion légica no atafie a la verdad o falsedad de sus pre-
misas, sino a la validez de la inferencia. Concediendo que los axio-
mas sean verdaderos, jnecesariamente se infiere la verdad de los
teoremas? Es este el asunto que concierne al 16gico y al matematico.
La respuesta es, desde luego, afirmativa —si las demostraciones de
los teoremas son todos argumentos validos—. Luego el aspecto mas
importante de cualquier sistema deductivo es la solidez de los argu-
mentos que constituyen sus teoremas. En el desarrollo riguroso de
los sistemas deductivos, haciendo abstraccién de la explicacién extra-
sistermatica de sus términos indefinidos, es obvio que la cuestién de
verdad o falsedad no tiene cabida.

6.3. Sistemas Deductivos Formales

El sistema de geometria establecido por Euclides en sus Elemen-
tos contiene errores serios. De hecho, hay un error en su primera
demostracién. El defecto de esta demostracién, de manera paradé-
jica, es resultado del mucho saber del geémetra Euclides. No sélo
hacia referencia a sus axiomas explicitamente enunciados como pre-
misas, sino que también se basaba en lo que podria llamarse su in-
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tuicién geométrica.’ Cuando una cadena de argumento involucra
nociones familiares, hay siempre el peligro de suponer mas de lo que
permiten suponer las premisas explicitamente enunciadas. Esto es
grave en el desarrollo de un sistema deductivo, en particular, porque
cualquier sistematizacién que haga uso de supuestos nuevos y no
reconocidos, en la deducién de los teoremas, por ese hecho fracasa
en el logro de su objetivo. En un sistema deductivo los teoremas de-
ben deducirse rigurosamente a partir de los postulados enunciados.
Si no se hace asi, no importa qué tan verdaderos sean, el resultado
no alcanza el objetivo de la sistematizacién.

Como los lapsos en el pensamiento riguroso son causados con mas
frecuencia por exceso de familiarizacién con el tema, los matema-
ticos han encontrado que es 1til reducir al minimo o incluso eliminar
esta familiarizacién con el tema, y de este modo lograr més xigor.
En el caso de la geometria, este fin se alcanza abstrayendo de los
significados de las palabras geométricas tales como “punto”, “linea”
y “plano”, y desarrollando los teoremas como consecuencias pura-
mente formales de los postulados. Las palabras geométricas fami-
liares, con todas sus asociaciones y sugestiones, se reemplazan por
simbolos arbitrarios. En vez de los sistemas deductivos admitida y
explicitamente concernientes a las entidades geométricas, hoy en dia
los matematicos desarrollan sistemas deductivos formales cuyos tér-
minos primitivos o indefinidos incluyen simbolos arbitrarios, no in-
terpretados, que por lo regular son letras de los alfabetos griego y
latino. Puesto que los términos indefinidos de un sistema deductivo
formal incluyen simbolos arbitrarios, sus postulados no son proposi-
¢iones en lo absoluto, sino férmulas y lo mismo son los teoremas.

Puede haber relaciones deductivas entre las férmulas, como las
hay entre las proposiciones. Asf, la férmula: “Todos los F son H”
es légicamente deducible de las férmulas “todos los F son G” y “todos
los G son H”. Puesto que los postulados y los teoremas de un sistema
deductivo formal son férmulas y no proposiciones, las demostraciones
de los teoremas se pueden llevar a cabo sin el estorbo de las asocia-
ciones familiares y los supuestos inconscientes. Ademds, como las
férmulas no son proposiciones, no se presenta la cuestién de su
verdad, que no viene al caso.

Lo que se gana con el desarrollo formal de los sistemas deductivos
es mas que rigor. Como algunos de los simbolos de un sistema de-
ductivo formal son simbolos arbitrarios no interpretados, es posible

3 La demostracién de Euclides y una breve discusién del error cometido pueden hallarse
en las P4gs, 241-243 del Vol. 1 de The Thirteen Books of Euclid’s Elements, por Heath, obra
anterlormente citada. Un ejemplo dé la manera en qus el mismo tipo de error puede llevar a

conclusiones que son falsas aun autocontradictorias puede verse en las Pags. 77-78 de Mathe-
matical Recrations and Essays, por W. W. Rouse Ball, New York, The Macmillan Co., 1940.
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darles interpretaciones diferentes. Y puesto que los teoremas son
consecuencias formales de los axiomas, cualquier interpretacién de
los simbolos arbitrarios que haga verdaderos los axiomas necesaria-
mente (verificard) hara verdaderos los teoremas. La ventaja adicio-
nal de la generalidad es entonces otra ganancia obtenida por el
desarrollo formal de los sistemas deductivos. Aclaremos con un ejem-
plo. Dados algunos conocimientos de astronomia, puede desearse es-
tablecer un sistema deductivo para ese tema. Con el fin de evitar los
errores que la familiarizacién con el tema podria inducir en las de-
ducciones de los tepremas a partir de los axiomas elegidos, puede
desarrollarse el sistema formalmente. En vez de tomar, digamos,
“estrellas” y “planetas” entre los términos indefinidos, se pueden
tomar “Aes” y “Bes”. Los axiomas y teoremas contendran estos sim-
bolos, y cuando se haya desarrollado el sistema, todas sus férmulas
se podran interpretar tomando el simbolo “A” como representante de
estrellas y el simbolo “B” como representante de planetas. Ahora bien,
si los axiomas son verdaderos al ser asi interpretados, también deben
serlo los teoremas, y el sisterna formal con esta interpretacién va a
constituir una ciencia o sistema deductivo de la astronomia. Pero tal
vez puedan encontrarse otras interpretaciones de los simbolos “A” y
‘B” que también hagan verdaderos los axiomas (y luego también los
teoremas). Las férmulas del sistema podrian convertirse en enun-
ciados diferentes, pero tan verdaderos designando con “A” los nucleos
atémicos y con “B”, los electrones. Si esto fuera posible (y en cierta
etapa de la historia de la fisica atémica parecié muy plausible), el
sistema formal original con esta segunda interpretacién constituiria
una ciencia o sistema deductivo de la fisica atémica. Luego, desarro-
llar formalmente un sistema deductivo, esto es, no interpretando sus
términos indefinidos sino hasta después de haber deducido los teore-
mas, no s6lo ayuda a alcanzar el rigor en su desarrollo, sino que logra
una mayor generalidad por la posibilidad de encontrar interpreta-
ciones alternativas para el mismo (y otras aplicaciones). Esta clase
de ventaja suele darse en las matemdticas puras. Por ejemplo, el
mismo sistema deductivo formal se transformari en la teoria de los
numeros reales mediante una interpretacién de sus simbolos primi-
tivos, por un lado y en la teoria de los puntos de una linea recta,
por el otro. Ese hecho proporciona el fundamento teérico para la
rama de las matematicas que se llama Geometria Analitica.

Como aqui se usa, el término sistema deductivo formal es sim-
plemente un sistema deductivo, que consiste en axiomas y teoremas,
algunos de cuyos términos indefinidos o primitivos son simbolos ar-
bitrarios cuya interpretacién es completamente extrasistematica.
Ademis de esos términos indefinidos especiales, y otros que se defi-
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nen por medio de ellos, las férmulas (axiomas y teoremas) del
sistema sélo contienen términos 16gicos tales como “si... enton-
ces...”, “y’, “0”, “no”, “todos”, “son” y semejantes, y posiblemente
(a menos que el sistema se destine a la aritmética) términos aritmé-

ticos tales como “suma” y “producto” y simbolos numéricos.

6.4. Atributos de los Sistemas Deductivos Formales

Por lo comin, aunque no siempre, se establece un sistema de-
ductivo formal con alguna interpretacién particular “en mente”. Es
decir, que el investigador posee cierto conocimiento de alguna ma-
teria, y desea establecer un sistema adecuado para expresarlo. Cuando
el sistema formal ha sido construido, naturalmente surge la pregunta
de si es adecuado para la formulacién de todas las proposiciones
que con él se intenta expresar. Si lo es, puede llamarsele “ex-
presivamente completo” con respecto a esa materia. Estamos discu-
tiendo 1o que puede decirse en el sistema, no lo que puede demos-
trarse. Con respecto a algtn tema dado, un sistema deductivo formal
es “expresivamente completo” cuando es posible asignar significados
a sus términos indefinidos de modo que toda proposicién respecto a
€sa materia puede expresarse como una férmula del sistema. El que
las proposiciones verdaderas puedan demostrarse como teoremas o no
es cuestién que se estudia mis adelante.

Un sistema se dice que es inconsistente si dos férmulas, una de
las cuales es la negacién o contradiccién de la otra, pueden ambas
demostrarse como teoremas dentro del sistema. Un sistema es comn-
sistente si no contiene férmula alguna en que tanto la férmula como
su negacién sean demostrables como teoremas, dentro del mismo.
Como se vio en el Cap. 3, una contradiccién trae consigo cualquier
proposicion, De manera que una definicién deductiva o criterio de
consistencia se puede formular como sigue: un sistema es consis-
tente si contiene (es decir, puede expresar) una férmula no de-
mostrable como teorema dentro del mismo sistema. Esto se conoce
como el “criterio de consistencia de Post”, que fue enunciado por el
matemitico y légico norteamericano E. L. Post. La consistencia
es de fundamental importancia. Un sistema deductivo inconsistente
no tiene ningun valor, pues todas sus férmulas son demostrables
como teoremas, incluyendo las que son negaciones explicitas de
otras. Cuando los términos indefinidos son dotados con significados,
estas férmulas contradictorias se convierten en proposiciones contra-
dictorias y no pueden ser verdaderas. Y como no pueden ser verda-
deras, no pueden servir como sistematizacién del conocimiento
—pues el conocimiento s6lo se expresa en proposiciones verdaderas.
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Si se logra deducir una férmula tanto como su negacién, como
teoremas de un sistema, s€ ha demostrado que el sistema es incon-
sistente. Pero si se trata, sin éxito, de hacerlo, no por eso se ha
demostrado la consistencia del sistema, pues el hecho puede haber
reflejado, nada mds, una falta de ingenio de parte del investigador
al construir demostraciones. ;Cémo puede entonces establecerse la
consistencia de un sistema? Un método de demostracién de la con-
sistencia de un sistema deductivo formal es encontrar una inter-
pretacién del mismo en la que todos sus axiomas y teoremas son
proposiciones verdaderas. Como sus teoremas son consecuencias
l6gicas de sus axiomas, cualquier interpretacién que haga verda-
deros sus axiomas también hari verdaderos sus teoremas. Asi que,
para demostrar la consistencia de un sistema es suficiente encontrar
una interpretacién en la que todos sus axiomas sean verdaderos.

Los axiomas de un sistema deductivo se dice que son independien-
tes (o que exhiben independencia) si ninguno de ellos puede dedu-
cirse como teorema, de los otros. Un sistema deductivo que no es
consistente es logicamente cuestionable y de ningin valor, pero
no hay objecién légica que hacer a un sistema deductivo cuyos axio-
mas no son independientes. Pero a menudo parece que el hacer mas
supuestos de los necesarios para el desarrollo de un sistema es extra-
vagante, poco elegante, y debiera evitarse. Cuando no sea necesario
suponer una férmula como axioma, y se le pueda demostrar como
un teorema, debiera demostrarsele y no suponérsele, por “economia”.
Un conjunto de axiomas no independientes se denomina “redundan-
te”. Un conjunto redundante de axiomas es poco elegante desde el
punto de vista estético, pero no es légicamente “malo”.

Si se puede deducir uno de los axiomas de un sistema basidndose
en los axiomas restantes, se ha mostrado que el conjunto de axiomas
es redundante. Pero si uno intenta sin éxito deducir cualquiera de los
axiomas basandose en los restantes, no por eso se habra mostrado su
independencia, pues el no lograr una demostracién puede no ser sino
consecuencia del poco ingenio del investigador. Para demostrar que
algin® axioma en particular es independiente de los dema4s, es sufi-
ciente encontrar una interpretaciéon que haga falso al axioma en
cuestion y verdaderos los restantes. Una interpretacién tal demos-
trard que el axioma en cuestion no es deducible, como teorema, de
los restantes, porque si lo fuera seria verdadero en cualquier asig-
nacién de significados que hiciera verdaderos a los demds. Si para
cada axioma es posible encontrar una interpretacién tal, esto demos-
trara que el conjunto de axiomas es independiente.
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La nocién de complecion (o completud) deductiva es muy im-
portante. El término “complecién”* se usa en varios sentidos. En el
menos preciso de los sentidos podemos decir que un sistema deduc-
tivo es completo si todas las férmulas deseadas se pueden demostrar
dentro del mismo. Podemos tener un criterio extrasistematico para
la verdad de las proposiciones respecto a la materia para la que fue
construido el sistema deductivo. Si lo tenemos, entonces podemos
llamar completo al sistema cuando todas sus férmulas que se con-
vierten en proposiciones verdaderas en la interpretacién que se pro-
pone son férmulas demostrables o teoremas del sistema. (En cual-
quier sentido del término, un sistema inconsistente serd completo,
pero en vista de que los sistemas inconsistentes no tienen ningan
valor nos limitaremos al estudio de los sistemas consistentes.)

Hay otro concepto de la propiedad de ser completo y que se puede
explicar como sigue. Cualquier sistema deductivo formal tendra
cierta coleccién de términos especiales indefinidos o primitivos. Como
cualesquier términos que se pueden definir dentro del sistema son
teéricamente eliminables, al ser reemplazables en cualquier férmula
en que aparezcan por la secuencia de los términos indefinidos por
medio de la cual se les definié, por el momento ignoraremos los tér-
minos definidos. Todas las férmulas que no contengan términos que
no sean estos términos indefinidos especiales (y términos légicos)
se pueden expresar en el sistema. Podemos hablar de la totalidad de
los términos indefinidos como la base del sistema y las férmulas
expresables en el sistema son las férmulas construidas sobre esa base.
En general, la totalidad de las férmulas construidas sobre la base de
un sistema dado se pueden dividir en tres grupos: primero, todas las
férmulas demostrables como teoremas dentro del sistema; segundo,
todas las férmulas cuya negacién es demostrable dentro del siste-
ma; y tercero, el de toda férmula tal que ni ella ni su negacién es
demostrable dentro del sistema. Para los sistemas consistentes los
dos primeros grupos son ajenos entre si, es decir, que no tienen
férmulas en comun. Todo sistema cuyo tercer grupo esté vacio,
sin férmulas contenidas en €], se dice que es deductivamente com-
pleto. Otra manera de expresar este sentido de la complecién es
decir que toda férmula de}l sistema es tal que 0 ella 0 su negacién
son. demostrables como teoremas (no ambas).

Otra definicién de la “complecién” implicada por la anterior, pero
que no le es equivalente, es que un sistema deductivo es completo
cuando toda férmula que se construye sobre su base o es un teorema
o entonces al agregarla como axioma se harfa el sistema incon-
sistente. :

* Acclémn y efecto de completar. (N. del T.)
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Un ejemplo de un sistema deductivo incompleto seria la geometria
euclidiana menos el postulado de las paralelas. Pues el postulado de
las paralelas es él mismo una férmula constructible sobre 1a base del
sistema euclidiano, pero ni este postulado ni su negacién son dedu-
cibles de los demds postulados. Queda claro que aunque ser com-
pleto es un atributo importante de un sistema deductivo, un sistema
deductivo incompleto puede ser muy interesante y valioso. Pues al
ustudiar el sistema incompleto de la geometria euclidiana sin el pos-
tulado de las paralelas, podemos descubrir las propiedades que el
espacio posee independientemente de la cuestion de que sea eucli-
diano o no euclidiano. De manera mdas prudente y tal vez menos
equivoca puede formularse el mismo asunto diciendo que al investi-
gar el sistema incompleto podemos descubrir las caracteristicas co-
munes a las geometrias euclidiana y no euclidiana. No obstante, para
muchos propésitos se prefiere un sistema completo.

6.5. Sistemas Logisticos

El maés importante de los atributos de un sistema deductivo es el
rigor. Un sistema tiene rigor cuando no se afirma que una férmula
es un teorema si no la implican los axiomas. El rigor es lo que se
persigue al tomar simbolos arbitrarios antes que simbolos familiares
para representar los términos primitives o indefinidos, y el desarrollo
formal tiene el mismo propésito. Si se enlistan con claridad todos los
términos indefinidos y se enuncian explicitamente todos los axiomas
usados como premisas para los teoremas, se ayudari a especificar
con precisién cuéles férmulas han de tomarse como teoremas y cui-
les no. Con el énfasis en el rigor que ha caracterizado al periodo
moderno, los matematicos criticos han visto que no-basta con esto.
Alcanzar el rigor requiere ain mads.

Un sistema es riguroso sélo cuando sus teoremas se han demos-
trado légicamente, o reducido légicamente de los axiomas. Se ha
descubierto que por muy claramente que se hayan enunciado los
axiomas, un sisterna formal carece de rigor si no se especifica tam-
bién, precisamente, la nocién de demostracién o pruebe* légica o
derivacién légica. Todos los sistemas deductivos de la clase mencio-
nada, aun los sistemas deductivos formales que contienen términos
légicos ademis de sus simbolos especiales no interpretados, depen-
den para su desarrollo de la “légica ordinaria”. Suponen la légica, en
el sentido de que sus teoremas se supone que ldgicamente siguen de
sus axiomas. Pero no especifican lo que es esta “légica”. Luego, todos

* “Prueba” y “demostracién” no son exactamente sinénimos. En e} capitulo siguiente
se aclara esto. (N. del T.)
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los sistemas deductivos anteriores, para la geometria, la fisica, la
psicologia o disciplinas semejantes, contienen supuestos ocultos que
no se enuncian explicitamente. Estos supuestos ocultos son las reglas
o principios de la légica a los que se recurre al construir las demos-
traciones o deducciones de los teoremas. Luego, tales sistemas deduc-
tivos no alcanzan el rigor completo, pues no se reconocen todas sus
presuposiciones. Por lo tanto, sus desarrollos no son enteramente
rigurosos sino mas o menos flojos. Surge desde luego la pregunta:
Jcémo puede eliminarse esta falta de rigor y lograr el rigor cabal? La
respuesta es bastante obvia. Un sistema deductivo se desarrolla més
rigurosamente cuando se especifican no sdlo los axiomas supuestos
como premisas en la obtencién de los teoremas sino también cuales
son los principios de inferencia que se deben usar en las deducciones.
Los axiomas se deben complementar con una lista de formas de
argumento valido, o principios de la inferencia valida.

Pero las exigencias en rigor y en sistematizacién no se detienen
aqui todavia. El rigor exige que, ademdas de sus propios axiomas
especiales, un sistema deductivo debe explicitamente especificar qué
formas de inferencia serdn aceptadas como validas. Pero seria asis-
tematico —y tal vez imposible— dar una lista o catilogo de todas
las reglas de légica o modos vilidos de inferencia requeridos. Tam-
bién debe establecerse un sistema deductivo de 16gica. Un sistema de-
ductivo tal tendri como objeto la deduccién misma. Un sistema
de esta indole, frecuentemente llamado un sistema logistico, debe
diferir de las variedades ordinarias, menos formales, en varios as-
pectos importantes. Como su objeto es la deduccién misma, los térmi-
nos légicos “si. . . entonces. . .”, “y”, “0”, “no”, etc., no pueden aparecer
simplemente supuestos sus significados ordinarios. En su lugar debe
haber ciertos simbolos no interpretados. Y los principios légicos o
reglas de inferencia que el sistema supone para la deduccién de teo-
remas légicos de axiomas légicos deben ser en nimero reducido y
explicitamente enunciados.

Otra diferencia fundamental entre los sistemas logisticos y otros
sisternas deductivos formales es que en éstos no necesariamente se
especifica la nocién de una férmula significativa o “bien formada”
mientras que es de absoluta necesidad hacerlo en un sistema logis-
tico. En un sistema deductive ordinario (no formal), serid obvio
cudles de las secuencias de palabras del sistema son proposiciones
significativas del idioma ordinario (inglés, espafiol o el que se haya
usado para expresar el sistema). En un sistema deductivo formal
pero no logistico, es ficil dividir las secuencias de simbolos en las
que “tienen sentido” y las que no lo tienen, pues contendran las pa-
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la secuencia permitira reconocer si son significativas o no lo son. Un
ejemplo aclarard este asunto. En un sistema deductivo formal que
contiene “A”, “B” y “C” como simbolos no interpretados primitivos,
la sucesién de los simbolos “Si cualquier A es un B, entonces es un
C” claramente es una férmula completa y “significativa” que serd
posible demostrar como teorema o no. Pero la secuencia “Si cualquier
A es un B” claramente es incompleta mientras que la férmula “Y o
0 A B no no si” es un disparate. Estas se reconocen como “comple-
tas” o “bien formadas”, como “incompletas” o “mal formadas” por
la presencia de algunos simbolos cuya significacién se subentiende.
Sin embargo, en un sistema logistico, todos los simbolos son no in-
terpretados: no hay palabras familiares en sus férmulas (o secuen-
cias de simbolos) que indiquen cuiles son las “bien formadas” y
cuiles no. Si los simbolos “A”, “B”, “~” y “2” son no interpretados,
debe haber algin método que distinga entre una férmula bien for-
mada como “A DO ~B” y una tal como “AB O ~”, que no es bien
formada. Con nuestro conocimiento de las interpretaciones normales
de estos simbolos podemos reconocer la diferencia y clasificarlas
correctamente, pero para el desarrollo riguroso de nuestro sistema es
necesario que podamos hacerlo en abstraccién de los significados
(pretendidos) de los simbolos involucrados.

Esta cuestién puede expresarse en los siguientes términos. Como
se le concibe de ordinario, un sistema deductivo no formal (inter-
pretado, como la geometria euclidiana) es una organizacién de las
proposiciones respecto a alguna materia especificada. Estd consti-
tuido por proposiciones, y luego es un lenguaje en el que se discute
el tema de esa materia. Entendiendo el lenguaje nos es posible dividir
todas las secuencias de sus palabras en aquellas que son enunciados
significativos y las que son disparates. Esta divisién se efectia en
términos de significados y luego, se hace no formalmente. En un
sistema logistico la situacion es otra, pues antes de hacer la asignacién
extrasistematica de los significados, o sea, de dar la interpretacién,
todas las secuencias de simbolos estdn carentes de significado. Pero
lo que queremos es una division comparable de todas sus férmulas
en dos grupos y esto antes e independientemente de la interpretacién.
Cuando se asignan significados a los simbolos primitivos de un sis-
tema logistico, algunas de sus férmulas expresaran proposiciones,
mientras que otras no lo harin. De manera informal podemos carac-
terizar una férmula que en la interpretacién que se propone se
convierte en un enunciado significativo como una “férmula bien for-
mada” (abreviando como de costumbre “wff’). Cualesquier férmulas
que en la interpretaciéon pretendida no se convierten en enunciados
significativos no son férmulas bien formadas. En un sistema logistico
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debe haber un criterio puramente formal para distinguir las férmulas
bien formadas de las otras. Caracterizar €l criterio como “puramente
formal” es decir que es sintdctico y no semdntico, concerniente a las
caracteristicas formales y arreglos de los simbolos en abstraccién
de sus significados. Asi, un sistema logistico debe contener sdlo sim-
bolos no interpretados, y proporcionar un criterio para dividir las
secuencias de estos simbolos en dos grupos, el primero de los cuales
va a contener todas las férmulas bien formadas, y el segundo las
restantes. De las férmulas bien formadas, algunas se denominaran
Axiomas (o Postulados) del sistema logistico.

También se desea dividir todas las férmulas bien formadas que no
son axiomas en dos grupos, las que son teoremas y las que no lo son.
Las primeras, son las férmulas deducibles de los axiomas, dentro del
sistema. Aunque no interpretadas, las férmulas bien formadas de un
sistema logistico constituyen un “lenguaje” en el que las deducciones
0 demostraciones pueden escribirse. Algunas férmulas bien formadas
se supondrdn como postulados, y otras férmulas bien formadas se
derivarin de ellos, como teoremas. Podria proponerse definir un “teo-
rema” como cualquier wff que es conclusién de un argumento vélido
cuyas premisas son axiomas del sistema. Esta definicién propuesta
de un “teorema” sera aceptable sélo si la nocién de argumento vdlido
en €l sistema puede definirse formalmente. Como todas las wff del
sistema son no interpretadas, la nocién ordinaria de validez no puede
usarse para caracterizar los argumentos dentro del sistema, porque la
nocién usual de validez es semdntica, al considerarse que un argu-
mento es vilido si y sélo si la verdad de sus premisas implica la verdad
de su conclusién. En consecuencia, un criterio puramente formal o
sintictico de validez debe darse para argumentos expresados dentro
del sistema. Los argumentos “validos” dentro del sistema pueden tener
no solamente postulados o teoremas ya establecidos como premisas
y nuevos teoremas como conclusiones, sino que pueden téner cuales-
quier wff como premisas, aun las que no son postulados ni teoremas,
y como conclusiones, férmulas bien formadas que no son teoremas
Desde luego, se desea que cualquier argumento dentro del sistema
que sea sinticticamente “valido” se convierte en un argumento seman-
ticamente vailido en la interpretacién que se piensa dar, o interpre-
tacién “normal”.

Cualquier sistema logistico contendra entonces los siguientes ele-
mentos: (1) una lista de simbolos primitivos que conjuntamente con
cualesquier simbolos definidos en términos de ellos son los tnicos
simbolos que aparecen dentro del sistema; (2) un sistema puramente
formal o sintictico para dividir las secuencias de estos simbolos en
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férmulas que son bien formadas (wff) y las que no lo son; (3) una
lista de wff que se suponen como axiomas o postulados; (4) un cri-
terio puramente formal o sintictico para dividir las secuencias de
férmulas bien formadas en argumentos “validos” y “no validos”; y (5)
basado en (3) y (4), un criterio puramente formal para distinguir
entre tearemas y no teoremas del sistema,

Es posible construir distintos sistemas logisticos como teorias sis-
tematicas de diferentes partes de la légica. Los sisteras logisticos
mas sencillos son los que formalizan la légica de los enunciados
compuestos funcién de verdad. A éstos se les llama cdlculos pro-
posicionales o, con menos frecuencia, cdlculos sentenciales. En el
capitulo que sigue se presentard y estudiard un célculo proposicional
particular.






Un Calculo Proposicional

7.1. Lenguaje Objeto y Metalenguaje

El sistema logistico por construirse en este capitulo tiene el pro-
posito de ser adecuado a la formulacién de argumentos cuya validez
depende de las maneras en que los enunciados se componen en
enunciados compuestos funcién de verdad. Nuestro sistema lo-
gistico serd un lenguaje, aunque en atencién al rigor se le conside-
rard no interpretado al desarrollar sus teoremas. Vamos a hablar de
este lenguaje. Sera el objeto de nuestra discusién y, por tanto, la-
mado el “lenguaje objeto”. Por ser no interpretado, sus simbolos y
férmulas carecen de significacién y no podemos usarlo hasta darle
una interpretacion —que se pospone hasta después de su desarrollo—.
Debemos, entonces, usar un lenguaje diferente para hablar sobre o
respecto a nuestro lenguaje objeto. El lenguaje usado al hablar de un
lenguaje es llamado un “metalenguaje”. En cualquier investigacién
de lenguaje, hay un lenguaje objeto que es el objeto de la inves-
tigacion, y hay un metalenguaje que usan los investigadores al ha-
blar respecto al lenguaje objeto.

Un lenguaje objeto puede ser estudiado desde varios puntos de
vista. Puede investigarse la relacién que guarda con sus usuarios.
como se hace en un estudio de los cambios en los dialectos que
ocurren en las diferentes partes del pais, O se puede investigar el
significado o interpretacién de un lenguaje, como al recopilar un dic-
cionario, y en esta investigacién debe usarse un metalenguaje
semdntico. Finalmente puede procederse a investigar la estructura
formal de un lenguaje como en una gramética o al describir el desa-
rrollo de los teoremas en un sistema logistico no interpretado, para lo
cual se usa un metalenguaje sintdctico o Lenguaje Sintaxis. Al estu-
diar el lenguaje objeto que aqui construiremos, algunas veces usare-
mos un metalenguaje semantico, y otras un metalenguaje sintdcti-
co. Al estudiar su adecuacién para expresar todos los enunciados
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compuestos funcién de verdad y su consistencia y completud
tendremos que usar un metalenguaje semantico, pues estos asun-
tos involucran la interpretacién que se intenta dar. Pero al describir
los criterios puramente formales para sus férmulas bien formadas
y la “validez” sintictica de sus argumentos, sélo hay necesidad de
usar un Lenguaje Sintaxis, pues no se necesita hacer referencia a
significados, en relacién con esto.

El lenguaje que se usard como metalenguaje al estudiar nuestro
sistema logfistico sera el lenguaje ordinario,* ademais de la aritmética
elemental y algunos dispositivos simbélicos especiales que se pre-
sentaran y explicardn cuando sea necesario. Se supone desde luego
que el lector entiende el metalenguaje porque todo el estudio tiene
lugar dentro del mismo. Sélo este metalenguaje serd el utilizado,
y en algunas partes de nuestro estudio hard las veces de metalen-
guaje semdntico, en otras las de Lenguaje Sintaxis.

Hay que recalcar que ‘lenguaje objeto” y “metalenguaje” son
términos relativos. Cualquier lenguaje, no importa qué tan simple
o complejo sea, es un lenguaje objeto cuando se habla de él. Y cual-
quier lenguaje (que debe ser un lenguaje interpretado, significativo)
es un metalenguaje cuando se le usa en la discusién de un lenguaje
objeto. Dado que nuestro lenguaje objeto no es interpretado no po-
demos usarlo como metalenguaje, pero en otro contexto donde el
lenguaje objeto es un lenguaje interpretado o significativo, el mis-
mo lenguaje puede ser lenguaje objeto y metalenguaje. Asi, en
nuestro primer capitulo se estudiaba el lenguaje espafiol (y era por
tanto éste el lenguaje objeto) y el estudio se llevaba a cabo en espafiol
(lo que lo hacia también el metalenguaje). Un lenguaje suficien-
temente rico o complejo puede lograr la formulacién de toda
su sintaxis y una buena parte de su semdintica. Pero ningin len-
guaje, bajo pena de contradicciéon, puede expresar la totalidad de
su semdntica; y desde luego no las condiciones de verdad para
la totalidad de sus propios enunciados. Esa limitacién es facil de
mostrar.

Que no hay lenguaje que puede exhaustivamente expresar su
propia semintica queda demostrado en la versién siguiente de
la “paradoja del mentiroso”.! Considérese el siguiente enunciado
espafiol :

La oracién impresa en la Pag. 204, renglén 38 de este libro no es verdadera.

* Espaiiol aquf, inglés en el original. (N. del T.)
1 Debida a J. Lukasiewicz.
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Abreviemos al enunciade anterior con la letra “S”. Ahora, tan
obvio como que “la nieve es blanca”, es verdadero si y sélo si la nieve
es blanca, asi es obvio que

“S” es verdadera si y sélo si la oracién impresa en la Pdg 204, renglén 38
de este libro no es verdadera.

Pero contando los renglones y viendo el nimero de pigina se
verifica que “S” es idéntica a la oracién impresa en la Pdg. 204, ren-
glén 38 de este libro. Luego

“S” es verdadera si y sélo si “S” no es verdadera.

que es una contradiccién explicita. El que aparezca un resultado
contradictorio tal como consecuencia de supuestos aparentemente
inocentes no deberd considerarse como broma o sofisticacién. Es
una cuestién seria que revela que los supuestos no eran tan inocen-
tes como lo parecian. El origen del problema, generalmente se con-
viene que estriba en el intento de formular las condiciones de verdad
para los enunciados de un lenguaje con el mismo lenguaje. Al menos,
si distinguimos perfectamente entre lenguaje objeto y metalenguaje,
y no tratamos que un lenguaje objeto sirva como su propio meta-
lenguaje semdintico, no surge la contradiccién. Otro modo de evi-
tar tales contradicciones es el que se estudia en el Apéndice C, al
final de este libro.

7.2. Simbolos Primitives y Férmulas bien Formadas

Ahora procedemos a la construccién de nuestro sistema logistico.
Hay dos clases de simbolos primitivos en nuestro célculo proposicio-
nal: simbolos “proposicionales” y simbolos de “operadores”. De estos
ultimos sélo usamos cuatro, que son

s~ ()

Queremos una infinidad de simbolos proposicionales, para lo cual
usamos las cuatro primeras letras mayuisculas del alfabeto (en ti-
po negrilla) con y sin subfndices:

A A A, A,

B B, B, B,

CC C C

D D D, D,

Estos son los tunicos simbolos que contendrd nuestro cilculo pro-
posicional,? y al demostrar los teoremas y deducir las conclusiones
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de las premisas dentro del sistema deberan considerarse como
completamente no interpretados. Se puede pensar, antes de asig-
narles significados, que son marcas repetibles y reconocibles y no
“simbolos” —aunque sera conveniente referirse a ellos como “simbo-
los™.

Desde luego, al establecer nuestro sistema logistico nos guiamos
por la interpretacién que pensamos darle finalmente. Esta inter-
pretacién controla nuestra seleccién de simbolos primitivos, y tam-
bién gobierna nuestra definicion sintactica de una “férmula bien for-
mada”. Una férmula de nuestro sistema se define como cualquier
secuencia finita de simbolos primitivos de nuestro sistema. El con-
junto de todas las férmulas de nuestro sistema incluye secuencias
tales como:

B,

(A)-(4)

~(D)~(~)
~((Ay)(G))
BzBaA','"‘( o)
I

Sélo algunas de estas se contaridn entre las férmulas bien formadas,
sin embargo. Nuestra definicién de “férmula bien formada” se enun-
ciara, desde luego, en nuestro Lenguaje Sintaxis. Es conveniente
introducir algunos simbolos especiales en nuestro Lenguaje Sin-
taxis, como ayuda en una exposicién clara y econémica de nuestro
sisterna logistico. Mientras que las cuatro primeras mayasculas del
alfabeto con y sin subindices, impresas en tipo negro, son simbolos
de nuestro lenguaje objeto, esas mismas letras impresas en tipo
italico claro son simbolos de nuestro metalenguaje. Su significado en
este dltimo sigue el convenio de que una letra itilica elemento de
nuestro metalenguaje designa o representa esa misma letra impresa
en negro, elemento de nuestro lenguaje objeto. Introducimos ademas
las letras mayusculas “P”, “Q”, “R”, “S”, ..., con y sin subindices, y
nos referimos a ellas como “variables proposicionales”. Mientras
que los simbolos proposicionales en nuestro cilculo proposicional son
no interpretados y mo tienen significado, las variables proposicio-
nales “P”, “Q”, “R”, “S”, ..., en nuestro Lenguaje Sintaxis se inter-
pretan y tiemen significado. Toda variable proposicional de nuestro
Lenguaje Sintaxis, hasta nuevo aviso, denota cualquier férmula de

z Podfamos haber usado solamente A y ' para dar una base finita del conjunto infi-
nitoc de simbolos proposicionales escritos como.

A’ AI’ All, AIM.’ A"M‘ o

Y como se mostrari en el Cap. 8, podriamos dejar de lado los simbolos “(” y “)”
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nuestro lenguaje objeto —sujeta a la restriccién siguiente—. En
cualquier oracién o secuencia de oraciones de nuestro Lenguaje Sin-
taxis, dos variables proposicionales distintas, digamos “P” y “Q” pue-
den denotar dos férmulas distintas de nuestro lenguaje objeto, di-
gamos “B,” y “~ ((A;) *+ (Cy)”, o una misma férmula de nuestro
lenguaje objeto. Pero en cualquier contexto, aunque una variable
proposicional puede denotar cualquier férmula del lenguaje objeto,
debe seguir denotando esa misma férmula dondequiera que aparezca
en ese contexto. Asi, las variables proposicionales “P”, “Q”, “R”,
“$”, ..., de nuestro metalenguaje pueden sustituirse por cualquier
nombre en el metalenguaje de cualquier férmula del lenguaje objeto.
También introducimos los simbolos “”, “~” “(”,y “)” en el Len-
guaje Sintaxis y explicamos sus significados como sigue. Si cual-
quier variable proposicional, digamos “P” de nuestro Lenguaje
Sintaxis denotan en alglin contexto alguna férmula particular de
nuestro lenguaje objeto, digamos “A”, entonces el simbolo “~(P)”
de nuestro Lenguaje Sintixis denotarid en ese contexto la férmula
“~(A)” de nuestro lenguaje objeto. Y cuando dos variables proposi-
cionales cualesquiera “P” y “Q” denoten en algtin contexto dos férmu-
las de nuestro lenguaje objeto, digamos “A” y “~(B,)” respectivamen-
te, entonces el simbolo “(P)-(Q)” de nuestro Lenguaje Sintaxis en ese
contexto denotard la férmula “(A) - (~(B,))"de nuestro lenguaje
objeto.

No podemos simplemente dar una lista de todas las férmulas bien
formadas de nuestro lenguaje objeto, pues existe una infinidad de
ellas. Es necesario dar una definicién inductiva o recursiva de “fér-
mula bien formada” que puede enunciarse como sigue, usando los
convenios simbélicos explicados en el parrafo precedente.

Definicion Recursiva de Férmula Bien Formada®

(a) Todo simbolo proposicional es una wff.
(b) Si una férmula P cualquiera es una wff, entonces ~(P) es
una wff.
(c) Si cualesquier férmulas P y Q son ambas wff, entonces
(P)-(Q) es una uwff.
(Ninguna férmula del lenguaje objeto se considerard que es una
wff a menos que lo sea como consecuencia de estas reglas.)

¢ Aqui como en otros lugares, hay ciertas alternativas en el desarrvllo de los sistemas
logisticos. En vez de la definicién recursiva del texio podfamos haber usado la siguiente:

(a) Si P es un sfmbolo proposicional, entonces (P) es una wff.

(b) Si P es una wff entonces (~P) es una wff.

(c) S5i P y Q son wff, entonces (P-Q) es una wff. (Ninguna férmula es una férmula

bien formada si no se sigue ese hecho de las reglas anteriores.)

Esta definicién de wff darfa otras f&rmulas wff, pero el sistema logistico resultante se
desarrollaria igualmente bien.
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Esta definicién permite la formacién de una infinidad de férmu-
las bien formadas, pero a la vez proporciona un criterio efectivo para
su reconocimiento. No importando qué tan larga sea una secuen-
cia (finita)) de simbolos del lenguaje objeto, nuestra definicién re-
cursiva nos permite decidir en un ntimero finito de pasos si es o0 no
es una férmula bien formada. Tomemos un ejemplo relativamente
sencillo para ilustrarlo:

~((A)-(~(B)))

Debe decidirse si la anterior es una wff, una férmula bien formada.
Por la parte (b) de la definicion recursiva, es una wff bajo la con-
dicién de que (A)-(~(B)) sea una wff. Esta Gltima es una wff por
la parte (c) de la definicién, siempre que A y ~(B) sean bien forma-
das. La primera es una wff por la parte (a) de la definicién, y por la
parte (b), la segunda es una wff siempre que B sea una wff, que
lo es por la parte (a) de la definicién. Asi, la férmula en cuestién
es una wff. De aqui en adelante, usaremos las variables proposicio-
nales “P”, “Q”, “R”, “S”, etc., de nuestro Lenguaje Sintaxis, para
denotar sélo las férmulas bien formadas de nuestro lenguaje objeto.

EJERCICIOS

Usando la Definicién Recursiva para las Férmulas Bien Formadas, mués-
trese cuiles de las siguientes son wff de nuestro lenguaje objeto:

- (~(AD) (A
. ""’("‘((Bl)'(""(ca))))
o~ (~((By)* (~ (DY)
- ~((~(D3))‘(~(D4)))
o (~{(~)+(Cy)))+ (~((By)(By))
. ~(((A)-(B))-(~(B)))
7. ~((A)-(B))+(~((4)-(A))))
8. (~(~(A))*(B)-(C)N)-{((~(A))(B))*(~(C))
9. ~((~((A)* (~(BM) (~((~ (B} (CN) * (~(~(C)-(ANN)
*10. ~(((~({(A)*(~(B)))*(A)) * (~(~ (A} (~ (BN

W RN e

W

[~ ¢

En la interpretacién que se piensa dar, o interpretacién “nor-
mal” de nuestro sistema logistico, sus simbolos proposicionales de-
ben ser traducciones simbélicas de enunciados del espafiol que
no contengan otros enunciados como partes componentes de enun-
ciado compuesto de funcién de verdad. Si P es la traduccién sim-
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bélica de cualquier enunciado del espafiol, ~(P) es la traduccién
simbélica de su negacién. Por tanto si P ¥ Q son las traducciones sim-
bélicas de dos enunciados cualesquiera del espaiiol, (P)-(Q) es
la traduccién simbélica de su conjuncién. Ahora surge la pregunta:
(Es nuestro sistema logistico adecuado para expresar todos los
enunciados compuestos funcién de verdad, en la interpretacién
normal? Un sistema adecuado a la expresion de todas las funciones
de verdad se dira que es “funcionalmente completo”. Este es un
caso especial de la “completud expresiva” mencionada en el Cap. 6.

Iniciamos nuestra exposicién mostrando que nuestro sistema lo-
gistico (que llamaremos “R.S.” puesto que es el Sistema de Rossert)
es adecuado para la formulacién de algunas funciones de verdad fa.
miliares. Las negaciones y las conjunciones se han mencionado ya,
pero también hay que considerar las disyunciones, condicionales y
equivalencias. Si dos enunciados del espafiol se traducen a P y Q
su disyuncién débil (que es verdadera si alguno cualquiera o am-
bos son verdaderos) se expresa en R.S. como ~((~(P)) - (~(Q))).
Tratindose de una funcién muy frecuente introducimos una abre-
viacién para la misma, en nuestro Lenguaje Sintaxis, definiendo
“P v Q" como notacién de las mismas wff del lenguaje objeto R.S.,
que se designan “~(( ~(P))-(~(Q)))”.5 Si dos enunciados del es-
panol se traducen a P y Q, su disyuncién fuerte (que es verdadera
si uno cualquiera es verdadero, pero no ambos) se expresa en R.S.
como (~((P)-(Q))) - (~((~(P))- (~(Q)))).

La traduccién simbélica de un enunciado condicional de funcién
de verdad del espariol cuyo antecedente tiene la traduccién simbélica
Py cuyo consecuente tiene la traduccién simbélica Q serd ~((P)-
(~(Q))). Esta nocién también es muy comun, asi que introduci-
mos el simbolo “>” en nuestro Lenguaje Sintaxis, usando “P O Q”
Para designar idénticamente las férmulas bien formadas de R.S.

* El autor estd en deuda con el profesor J. Barkley Rosser de la Cornell University
por la autorizacién para incluir el sigulente material. Los célculos que aqui presentamos,
asf como en el Cap. 9, son versiones preliminares de sistemas logisticos que aparecen en

forma revisada en Logic for Mathematicians, New York, McGraw Hill, 1953, del profe-
sor Rosser,

® Puesto que “PvQ” es una abreviacién de “~({(~(P))- (~(Q)}))” es apropiado decir
que PvQ es, o es idéntica a ~({~(P))- (~(Q))), perc no que PvQ es una abreviacién
de esta Gltima, ya que en e] lenguaje objeto mismo no hay abreviaciones. (El sfmbolo *“v”
es un sfmbolo significativo del Lenguaje Sintaxis, pero no aparece, siquiera, en el lengua-
je objeto aunque podriamos introducirlo si lo desedramos.)

Aclaremos mediante una analogfa. Como “U.R.S.S.” es una abreviacién de “Unién de
Repiblicas Soclalistas Soviéticas”, la U.R.S.S. es idéntica a la Unién de Reptblicas
Socialistas Soviéticas, pero no es abreviacién de nada, traténdose de una extensa nacién que
cubre un sexto de }a superficie terrestre. Como “U.R.S.8.” designa una gran nacién,
la U.R.5.S. es una g§Tan nacién y no tieme significado en sentido literal o seméntico
algune. Asi también, como en cualquier contexto “Pv Q" designa una wff de R.S., en ese
contexto Pv Q es una wif de R.S., y como R.S. es no interpretado, sus wff no tienen signi-
cade y PvQ no tiene significado, en particuiar.
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que se designan “~((P)-(~(Q)))". Si dos enunciados del espaiiol
tienen las traducciones simbélicas P y Q, el enunciado de que son
(materialmente) equivalentes, esto es, que tienen los mismos valores
de verdad o que cada uno implica (materialmente) el otro, tiene
la traduccién simbélica (P D Q)-(Q O P), que es idénticamente la
misma wff de R.S. que (~((P)(~(Q))))(~((@Q)(~(P)))).
Puesto que la equivalencia material es también una nocién que s€ usa
con frecuencia, introducimos el simbolo “=" en nuestro Lenguaje
Sintaxis, definiendo “P==Q” como abreviacién de “(P D Q)(Q D P).

En esta etapa adoptaremos dos convenios de notacién en nuestro
metalenguaje. En el primero se prescinde del punto (para la conjun-
cién) de modo que (P)(Q) es idénticamente la misma férmula del
lenguaje objeto que (P)-(Q). El otro convenio de notaci6n es el de
reemplazar los paréntesis por corchetes o llaves en donde tal reem-
plazo facilite la lectura.

Aun usando corchetes y llaves, la puntuacién excesiva dificulta
la lectura, asi que se haran dos nuevos convenios que permiten el
uso de un minimo de puntuacién. El primero es asignar el siguiente
orden de precedencia a los simbolos

=Dve~

de nuestro Lenguaje Sintaxis. Cada uno de éstos tiene mayor alcan-
ce 0 mayor precedencia que cualquiera de los que estan a la dere-
cha, en la lista. Lo que aqui se procura hacer lo pueden explicar los
siguientes ejemplos. La expresion, de otra manera ambigua, “~PQ’
designa (~(P))(Q) y no ~((P)-(Q)), pues el conector “” (que
hemos acordado representar por yuxtaposicién) tiene mayor alcance
que el operador “~7; el alcance del conectivo *”, por lo convenido se
extiende por sobre el alcance de] simbolo “~”. La expresion, que de
otra manera seria ambigua “Pv QR” designa Pv (QR) y no (Pv
Q) R, porque el conector “v”, por convenio, tiene precedencia sobre el
conector “”, y su alcance se extiende por sobre el Gltimo. La expresién,
que de otra manera seria ambigua, “P> Qv RS designa PD [QV
(R-S)), porque “D” tiene precedencia sobre “v” y sobre “”, y “v” tiene
precedencia sobre “”. Y la expresién, ambigua de otra manera, “P>D
Q= ~Q > ~P” designa [P D Q]={(~Q) D (~P)], porque “="
tiene precedencia sobre “2” y “~7; y “D” tiene precedencia sobre
“~”, Nuestro segundo convenio es el de la asociacion a la iz-
quierda, que significa que cuando el convenio respecto al orden
de precedencia no sea suficiente para eliminar la ambigiiedad de
una expresién sus partes deberdn agruparse por paréntesis a la iz
quierda. Esto es, cuando una expresién contenga dos (o mas) apari-
ciones del mismo conector, y sus alcances reldtivos en la expresién
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no se indican de alguna otra manera, la ocurrencia del conector
mas a la derecha se tomara como la de alcance mayor (o maximo).
Esto también se aclara mejor con uno o dos ejemplos. Como todos
Sus conectores tienen igual orden de precedencia, la ambigiiedad
de la expresiéon “PD> QD P D P’ no puede resolverse mediante
nuestro primer convenio. De acuerdo con el segundo, sin embargo,
la interpretamos como designando [(PDQ)D>P]DP, Una parte,
pero no toda la ambigiiedad de la expresién P=Q=PQv ~P
~ Q" se elimina con el convenio relativo al orden de precedencia.
Una vez que se recurre a dicho convenio. sabemos que designa,
0 bien [P=Q]=[(P-Q)V(~P-~Q)] 0 P=(Q=[(P-Q)V (~
P- ~ Q)]}. Decidimos que se significa la primera consultando nues-
tro segundo convenio, que nos instruye acerca de la asociacién a
la izquierda.

EJERCICIOS

Escriba las siguientes expresiones del Lenguaje Sintaxis en forma no
abreviada, completa, Tespecto a sus paréntesis:

I. Py ~P 6. PODQDOP

2. ~~PDP 7. PO (PvQ)

3.PODOP 8. (PDPQ)D(PD Q)

4. PQOvR 9. (PO QONQ DR D(PDR)
5. PD(QDP *10. PO ~P=~pP

Las observaciones precedentes muestran cémo expresar algunas
funciones de verdad en R.S. Pero para demostrar que R.S. es fun-
cionalmente completo, esto es, adecuado a la expresion de todas
las posibles funciones de verdad de cualquier nimero de enuncia-
dos, se requiere algo méis. Debemos contar en nuestro metalenguaje
semantico con un método de expresion de todas las posibles fun-
ciones de verdad y entonces demostrar que todas éstas o todas sus
instancias de sustitucién se pueden expresar en nuestro lenguaje
objeto R.S. también, en su interpretacién normal o estindar. Un
método tal para la expresién de todas las funciones de verdad lo
proporcionan las tablas de verdad que se introdujeron en el Cap. 2.
El método y la notacién de las tablas de verdad lo importamos en-
tonces, a nuestro metalenguaje seméntico y lo usaremos con toda
libertad al estudiar las varias propiedades semdanticas que posee R.S.
en su interpretacién estindar.

Las funciones de verdad pueden ser de uno, dos o cualquier
nimero de argumentos (en el sentido matematico en que un “argu-
mento” es una variable independiente). Asi f(P) es una funcién
de verdad de P si y sélo si su verdad o falsedad esté completamente
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determinada por la verdad o falsedad de P. De manera semejante,
f(P,Q) es una funcién de verdad de P y Q si y sblo si su valor de
verdad lo determinan por completo los valores de verdad de P y Q.

Hay exactamente cuatro funciones de verdad diferentes de un
solo argumento, y éstas pueden expresarse en las siguientes tablas
de verdad:

P filP) P f(P) P f(P) P fuP)
T F T T T F T T
F T F F F F F T

Las funciones f.(P), f2(P), fs(P) y f.(P) estén completamente de-
finidas por estas cuatro tablas de verdad. Son las unicas funciones
de verdad de un argumento y se les llama funciones “monédicas” o
“unarias”.¢ Es facil ver que se les puede expresar en R.S., en sus in-
terpretaciones normales o propuestas. Primero notamos que las
interpretaciones propuestas o normales de ~P y PQ las dan las ta-
blas de verdad:

P ~P P 0 PQ
T F Y 7 T T
F T T F F
F T F
F F F

Para demostrar que R.S. es adecuado a las expresiones de fi(P),
f.(P), fs(P) y f(P), se formulan en R.S. La funcién f,(P) es verdad
cuando P es verdadero y falso cuando P es falso y luego en R.S. se
expresa como P mismo. La funcién f,(P) es falsa cuando P es ver-
dadero y verdadera cuando P es falso, y luego en R.S. Se puede
formular como ~P. La funcién f.(P) es falsa no importando el
valor que tome P y, por lo tanto, se le puede expresar en R.S. como
~PP. La funcién f.(P) es verdadera en todos los casos y, por lo
tanto, en R.S. se le puede expresar como la negacién de fs(P), es
decir, como ~{~PP). Asi se ha mostrado que todas las funciones
de verdad mondadicas se expresan en R.S.

Existen, desde luego, mis funciones de verdad de dos argumen-
tos que de un argumento. Se les define por las siguientes tablas de
verdad:

P Q AHRY P QO fRO P QO fihO) P O fPQ)
TT F T T T T T T T T T
TF T T F F T F T TF T
FT T FT T F T F F T T
FF T FF T FF T F F F

¢ Aquf usamos “funcién de verdad” en el sentido estricto y propio de una correle
ci6n no lingiifstica entre valores de verdad.




Simbolos Primitivos y Férmulas bien Formadas 213

PO fBO P Q fPO) P Q filBQ) P Q f(PO
T T F T T F T T F T T T
T F F T F T T F T T F F
F T T F T F F T T F T F
F F T F F T F F F F F T
PO /PO P Q filPQ) P Q fu(BQ) P Q fu,PO)
T T T T T T T T F T T F
T F F T F T T F F T F F
F T T F T F F T F FT T
F F F F F F F F T F F F
P O fislPO P Q fulBO) P Q filBQ) P Q £4P0O)
T T F T T T T T F T T T
TF T T F F T F F T F T
F T F F T F F T F F T T
F F F F F F F F F F F T

Estas son todas las funciones de verdad de dos argumentos, y se
les lama funciones “diddicas”, o “binarias”. Facilmente se muestra
que son expresables en R.S. haciéndolo por medio de los simbo-
los ~y - : por ejemplo, f,,(P,Q) se expresa como PQ, mientras que
fi(P,Q) se expresa como ~(PQ).

EJERCICIOS

1. Exprese cada una de las funciones de verdad disdicas f,(P,Q),
*f2(PQ), ..., *Ff(PQ), ..., *fa(P.Q), ..., Fs(P,Q), como férmulas
bien formadas de R.S.

2. Existen 256 funciones de verdad triddicas o ternarias: f.(PQ,R),
f.(P.QR),... f,(P,QR) cada una de las cuales esti completamente
determinada (o definida) por una tabla de verdad a ocho renglones.
Tome diez de ellas y expréselas como férmulas bien formadas de R.S.

Para demostrar la completud funcional de R.S. es necesario mos-
trar que cualquier funcién de verdad de cualquier nimero de yaria-
bles se puede expresar por medio de ~ y - . Toda funcién de verdad
de n variables se expresa por medio de una tabla de verdad que
tiene n columnas iniciales y 2" renglones. Asi, toda funcién de ver-
dad f(Py, P,,. .., Pay, P,) esti especificada por completo escribiendo



214 Un Cdlculo Proposicional

“I” o “F” en cada una de las 2" posiciones de la Gltima columna de
la siguiente tabla de verdad:

Pl PZ Pn—l Pn f(PI’ PZ’ "’Pﬂfl’ P‘n)
Renglén 1: T T T T
Renglén 2: T T T F
Renglén 2" — 1: F F ... F T
Renglén 2-: F F F F

La funcién de verdad f(P,, P2, @ . . ., Pa-y, Pa) tiene una F exactamente
en un renglén de su tabla o F en més de un renglén de su tabla;
o ninguna F en ningiin renglén de su tabla. En todos los casos, la
funcion de verdad se puede representar por una wff de R.S.

caso 1. f(Py,P, ...,P,,, P,) tiene una F solamente en un
renglén de su tabla de verdad. Si esta F aparece en el primer renglon,
entonces la funcién esta representada en R.S. por la wff ~(P.-P:-
- P, - P,) que tiene una F en el primer renglén de su tabla de
verdad y T en los otros renglones. Si la F aparece en el segundo renglén
entonces la funcién estd representada en R.S. por la wff ~ (P, P,
. P,y ~ P,). Las 2" funciones de verdad distintas, de las cuales
la j-¢stms tiene una F en su i-¢simo renglén y T en los demds estdn repre-
sentadas en R.S. por las 2" wff.
Sy ~(P*Fp ... *F_1°F)
Sy: ~(Py*Py ... *Py_ " ~P,)

Spu_y: ~(~P,*~P, ... ~PB,_*P)
Syt ~(~P,*~P,+ ... <~P,_*~F,)

caso 2. f(P,P. ...,Ps:, P,) tiene F en mis de un renglén
de su tabla de verdad. Si tiene F en los k renglones (1 < k < 27) de
posiciones i,, i, ..., i, entonces en R.S. estd representada por la
ZUff S,:1 . Siz AP Sik'

caso 3. f(P,,P.,...,P,,, P,) no tiene F en ningin renglon
de su tabla. Una funcién tautolégica semejante estd representada
en R.S. por la wff ~(~ Py Py-Py-...Puy P.).

Los casos precedentes agotan las posibilidades, de modo que he-
mos mostrado cémo expresar en R.S. cualquier funcién de verdad
de cualquier nimero de variables. Esto no es un teorema de 0 en
R.S., sino un teorema respecto a R.S., establecido en nuestro meta-
lenguaje semantico. Podemos entonces presentarlo como

METATEOREMA 1. R.S. es funcionalmente completo.




Simbolos Primitivos y Férmulas bien Formadas 215

Una prueba rigurosa de este metateorema requiere el uso de la
induccién matemadtica, que estudiaremos en los siguientes parrafos.
Podiamos haber elegido presentar un sistema logistico diferente
de R.S. Ademais de los paréntesis y los simbolos proposicionales P, Q,
R, S, etc., podiamos haber elegido como operadores primitivos cual-

quiera de los siguientes pares de simbolos: “~” y WV, ="y “D”,
(‘.)) £C_ 3> “.” “_ _n ¢~)’ y ‘(-”' Resulta i]ls-

<

y V7, Yy “27 0 v’ y “D7, en lugar de
tructivo preguntarse si la eleccién de cualquier otro de estos pares
de simbolos daba un sistema funcionalmente completo (en la inter-
pretacion normal de los simbolos “~”, 7, “y” “3” que designaremos

>
< » L T ]

~7, 7, VT, "D7™). Antes de ocuparnos de estos problemas sera
conveniente explicar en forma breve las dos clases de induccién
matemadtica que usaremos al establecer resultados respecto a (no
en) R.S.

Usaremos el término “induccién débil” para referirnos al tipo de
induccién matemética mas comun. El esquema pdra la induccién
débil es

F(1)

para cualquier m arbitrario, si f(m) entonces f(m + 1)
por lo tanto f(m) para todo m

Es frecuente usarla al demostrar teoremas del dlgebra elemental.
Por ejemplo, uno demuestra que la suma de los n primeros enteros
impares es igual a n* demostrando en primer lugar las dos premisas
del esquema anterior y luego sacando la conclusién general indicada.
La primera premisa que llamaremos el “caso «” se establece aqui como
la ecuacién trivial 1 = 12, Entonces la segunda premisa, que llama-
remos e] “caso §”, se establece suponiendo que f(m) es verdadera
para un entero arbitrario m y de esta hipétesis derivando la conclu-
sién que f(m + 1) es verdadera. En esta demostracién particular, la
hipétesis del caso 8 es

143 +5+ - +(2m—1) =m?

La conclusién deseada se obtiene sumando (2m + 1) a ambos lados
de la ecuacién y haciendo una reagrupacion y factorizacién elemen-
tal de los términos:

L+3+54+ - +2m—-1)+@m+ 1) =m?+ 2m + 1)
1+3+5+---+(2m—1)+[2(m+1)—1]=(m+1)2

lo que muestra que para un m arbitrario, si la suma de los m prime-
ros enteros impares es m?, entonces la suma de los (m + 1) primeros
enteros impares es (m + 1)2. Asi, hemos establecido el caso 8; de
éste y el caso «, por induccién débil obtenemos la conclusién deseada
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de que para todo m, la suma de los m primeros enteros impares es
igual a m?. La induccién débil puede pensarse como el resumen de
una sucesién ilimitada de argumentos de la forma Modus Ponens:

f(1) f(2)
si f(1) entonces f(2); f(2) entonces f(3); ...;
Sf(2) S (3)

f(m)

si f(m) entonces f(m + 1); ...

S f(m+ 1)

El término “induccién fuerte” se usard para referirse a la in-
duccién matemdtica, un tanto menos frecuente, cuyo esquema es

f(1)
para un m arbitrario, si f(k) para todo k < m, entonces f(m)
por lo tanto f(m) para todo m

La induccién fuerte puede también pensarse que resume una -suce-
sién ilimitada de argumentos de la forma Modus Ponens:

f(1) f(1) y f(2)
si f(1) entonces f(2); si f(1) y f(2) entonces f(3); ...;
() ~F(3)

f(yyf)y.. .y f(m—1)
si f(1)y f(2) y...y f(m —1), entonces f(m); ...
Sf(m)

Para ilustrar el uso de la induccién fuerte, demostraremos que
una légica simbélica basada en los simbolos proposicionales P, Q, R,
S, ... ylos operadores - y v no es funcionalmente completa. Esto lo
hacemos demostrando que ninguna férmula bien formada’ del sis-
tema que se basaen -, vy P, Q, R, S, ... puede expresar una fun-
cién de verdad que tiene el valor verdadero cuando todas sus variables
tienen el valor falso. En nuestra demostracién usamos la induccién
fuerte en el nuimero de simbolos de la férmula bien formada g(P,
Q, R,...), ignorando los paréntesis, y contando cada ocurrencia
o aparicion de P, Q, R, ..., ,y v como un simbolo,

cAsO «: En el caso en que g(P, Q, R,...) contiene sélo un
simbolo, para ser bien formada debe ser P solo, o Q solo, o R salo, . ..
Si las variables P, Q, R, . . . tienen todas el valor falso, g(P,Q, R, .. .)
tendr4 también el valor falso, pues es una de ellas. Asi, cualquier

7 Suponemos una definicién recursiva como la dada en la Pag. 207,
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férmula bien formada del sistema estudiado ahora que contenga exac-
tamente un simbolo no puede tener el valor verdadero cuando todos
sus argumentos tienen el valor falso.

CAso B: Aqui suponemos que cualquier férmula bien formada
g9(P, Q, R,...) que contiene menos de m simbolos no puede tener
el valor verdadero cuando todas sus variables tengan el valor falso,
y demostraremos, con este supuesto, que toda férmula bien formada
que contenga exactamente m simbolos no puede tener el valor verda-
dero cuando todos sus argumentos tienen el valor falso. Considerar
cualquier férmula g(P, Q, P, ...) que contenga exactamente m sim-
bolos (donde m > 1). Para que sea bien formada g(P, Q R,...)
debe ser

gl(P:Q,R3'~-)'gz(P,Q,R,...)

gl(P:Q,R,---)ng(P,Q,R,...)

donde ¢, (P, Q, R,...) yg.(P, Q, R, ...) son férmulas bien formadas
que contienen menos de m simbolos. Por el supuesto del caso 8 cuan-
do P, Q, R, ... sean todas falsas, tanto ¢.(P, Q, R, .. .) como g,(P,
Q, R,...) tendrdn también el valor falso. Ahora, dadas dos proposi-
ciones cualesquiera que sean falsas, su disyuncién asi como su conjun-
cién son falsas; luego en este caso g(P,Q,R,...) tiene también
el valor falso. Asi se establece el caso 8.

Establecidos los casos « y 8, por induccién fuerte inferimos que
ninguna férmula bien formada del sistema basadoen -, v, P, Q, R, . . .
puede expresar una funcién de verdad que tenga el valor verdadero
cuando todas sus variables tienen el valor falso. Luego, el sistema no
es funcionalmente completo.

EJERCICIOS

Probar la completud funcional o la incompletud de los sistemas logisticos

basados en los sfmbolos proposicionales P, Q, R, S,..., los paréntesis y los
operadores:

*Lvy ~ 3D Y ~

2. D vy - 4. DYV

5. ~ ¥ -, donde + es el simbolo de 1a disyuncién exclusiva, definido por
la tabla de verdad para f,, de la Pig. 213.

6. Oy + 8. + vy

T.vy + 10. =

8 + vV = 11

Ul

y
y
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12. D vy P,donde j es el simbolo de la no implicacion (material) 8 definido
por la’ tabla de verdad para f,, en la Pag. 213.

13. O vy ¢, donde ¢ es el simbolo de la no implicacién reciproca, definida
por la tabla de verdad para f,, de la Pag. 213.

14. y .

15. ?iluéle%, si se da el caso, de los dieciséis operadores funcionales binarios,
fss for oo, fye definidos en las Pags. 212 y 213, pueden agregarse a los
simbolos proposicionales P, Q, R, S, ... y los paréntesis, para dar un sis-
tema logistico completo con un solo simbolo de operador?

7.3. Axiomas y Demostraciones

Las reglas de nuestro sistema y las demostraciones de los teo-
remas dentro del mismo se simplificaran mucho si se supone una
infinidad de férmulas bien formadas como axiomas o postulados.
Desde luego, no podemos escribir una lista infinita de axiomas den-
tro de nuestro lenguaje objeto, pero podemos usar nuestro Lenguaje
Sintaxis para especificar exactamente cuales de las wff de R.S. son
axiomas y cuiles no lo son. No puede objetarse una lista infinita
de axiomas si hay un proceso efectivo para determinar si cualquier
wff dada es un axioma. La lista infinita de axiomas de R.S. puede
escribirse como

Axioma 1. P D (P-P)
Axioma 2. (P-Q)D P
Axioma 3. (P> Q) D [~(Q-R) D ~(R-P)]

Cada una de estas férmulas sintacticas (férmulas dentro de nues-

tro Lenguaje Sintaxis) representa o designa una lista infinita de

férmulas bien forrnadas de R.S. Asi, el Axioma 1 designa todas las

siguientes: .
~((A)+(~((A)-(AD)

B)+(~((B)*(B))))

C)-(~({C)-(C))

D)+ (~((D)+(D))))

A (~((A) (AN

~((~(A))* (~((~(A))(~(A))))

~((~(B))* (~((~(B))* (~(B))))

~{((A)~(D))-(~((A)-(D))-((A)-(D)))))

~({((A3)*(B7)(~(((A3)*(By))*((A5)- (B

...............................

!

l

((
(
(
((
(

@

3 Asf denominada por Alonzo Church en Iniroductiorn to Mathematical Logic, Vol. I,
Princeton, 1956, P4g. 37.
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y una infinidad mas de wff de R.S. De hecho, designa toda wff de
R.S. que tenga el patrén indicado; y es decidible de modo efectivo,
respecto a cualquier secuencia finita de simbolos de R.S., el que sea
de este patrén o no lo sea. Se dan tres patrones, y toda wff de R.S. que
sea un caso o ejemplo de alguno de estos patrones, se supone como
axioma.

Estos axiomas son hipétesis razonables como lo pone en eviden-
cia el hecho de que en la interpretacién normal de los simbolos ~
y - todos son tautologias.

Lo que se busca es que la interpretacién de nuestro sistema lo-
gistico sea adecuada a la formulacién de argumentos. Los argumen-
tos, como ya se sabe, consisten en premisas y conclusiones, todas
ellas expresadas en enunciados. Correspondientes a estos argumen-
tos tenemos, en nuestro sistema logistico, las secuencias de férmulas
bien formadas de las cuales la dltima es la “conclusién”. Se desea
establecer un criterio que nos permita distinguir de manera formal
entre dos clases de secuencias de wff en el sistema R.S.: las que se
convierten en argumentos vilidos cuando se les interpreta normal-
mente y las que no lo hacen.

En el Cap. 3 se caracterizé un argumento vilido como uno para
el que podia darse una demostracién formal. Una demostracién
formal de la validez de un argumento se definia como una secuen-
cia de enunciados, cada uno de los cuales era o una pPremisa o se
inferia de los enunciados precedentes por un argumento valido
elemental, y cuyo dltimo enunciado era la conclusién del argumento
que se demostraba valido. Asi, la cuestién de la validez de cualquier
argumento se “reducia” al problema de la validez de ciertas formas
de argumento elementales o reglas de inferencia. Algo por el estilo se
propondra respecto a R.S., pero no es deseable hacer hipétesis al por
mayor respecto a las inferencias elementales vilidas, como en el
Cap. 3, en donde se postularon diecinueve reglas de inferencia, ade-
méds de las reglas de Demostracién Condicional y Demostracién
Indirecta. Sin embargo, alguna regla de inferencia debera ser su-
puesta en nuestro sistema logistico, o no habri inferencias legitimas
en el mismo. Una regla de inferencia serd suficiente para hacer
validos todos los argumentos y (por lo tanto) para la demostracién
de todos los teoremas, dentro del sistema R.S. Suponemos Modus
Ponens y lo enunciamos (en nuestro Lenguaje Sintaxis, claro esti),
como

REGLA 1. De Py P D Q inferir Q.



220 Un Cdlculo Proposicional

Ejemplos de argumentos en R.S. que el supuesto de esta regla de in-
ferencia hace wudlidos son

~((A)(~(B))) ~(((A,)*(A)* (~(~(C)))
A y A4y
B ~(C)

El supuesto de Modus Ponens como Regla 1 (abreviada R 1) de
nuestro sistema logistico, por si mismo, permite s6lo una clase espe-
cial de argumentos con dos premisas para ser considerados validos.
Pero R.S. es adecuado a la expresién de todos los argumentos for-
malmente vilidos que se pueden certificar por medio de tablas de
verdad, incluyendo los argumentos extendidos que contienen cual-
quier numero de premisas. Asi, es deseable introducir un método
que dé validez a los argumentos extendidos en R.S. mostrando cémo
sus conclusiones se siguen de sus premisas por aplicaciones reite-
radas de R 1. Nuestro tratamiento es aqui, a grandes rasgos, andlogo
al que se da para los argumentos extendidos presentado en el Cap.
3, aunque con ciertas diferencias importantes. Definimos una de-
mostracién de la validez de un argumento que tiene como premisas
las férmulas P,, P,, ..., P, y como conclusién la férmula Q, como
una secuencia de férmulas bien formadas S, S., . . ., Sx tal que: cada
S; es 0 una de las premisas P, P;, ..., P,, 0 uno de los axiomas de
R.S. o se sigue de dos S precedentes por R 1; y tal que S; es Q. Como
antes, un argumento se considerari vilido si y sélo si existe una
dembstracién de su validez. Se introduce una notacién especial (en
el Lenguaje Sintaxis) para representar esta idea. Introducimos el
simbolo especial “F” (que puede leerse “da”) de modo que

P,P....,B,+FQ
asegura que existe una demostracién de la validez del argumento
que tiene P,, P;, ..., P,, como premisas y Q como conclusién. Por

ejemplo, todos los argumentos, infinitos en nimero, designados
por ‘
PDQ
~(QR)
~(RP)
son vélidos porque P D Q, ~(QR) + ~(RP), y la demostracién con-
siste en la siguiente sucesién de S (eses):
$,: (P2 Q) O [~(QR) 2 ~(RP)
S PDQ
S5: ~(QR) D ~(RP)
S ~(QR)
S5: ~(RP)
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en donde §, es el Axioma 3, S, es la primera premisa del argumento,
S se sigue de S, y 8; por R 1, S, es la segunda premisa, S, se sigue
de S, y S, yor R 1, y S; es la conclusién. Cualquier secuencia se-
mejante de S (eses) sera llamada una demostracién de que P,, P,
..., P+ Q y cada S; se llamara un renglén de la demostracién.
Cuando se da una demostracién de la validez de todos los argumen-
tos en R.S. en cierta forma, como en el ejemplo mencionado, todo
argumento particular de esa forma puede considerarse como conva-
lidado por esa demostracién, y la forma general puede considerarse
como una regla de inferencia derivada.

La definicién de demostracién que se acaba de dar debiera ha-
ber aclarado que los axiomas de R.S. funcionan como premisas
“subentendidas” de todo argumento formulado dentro del sistema.
Cuando dichos axiomas son las #dnicas premisas del argumento, la
conclusién es un teorema del sistema. El que una férmula dada
Q sea un teorema se expresa escribiendo “+ Q”. La notacién “+ Q” se
define més estrictamente como afirmando que existe una demos-
tracién de Q, que es una secuencia de férmulas bien formadas S,,
Sz, ..., 5, tal que: cada S; es o un axioma de R.S. o se sigue de dos
S (eses) precedentes por R 1, y S; es Q.

Debiera observarse que la demostracién, ya sea de un teorema
0 de la validez de un argumento, es una nocién efectiva. Dada
cualquier secuencia de S, no importa qué tan larga sea, puede de-
cidirse de manera mecénica, en un numero finito de operaciones,
si es 0 no es una demostracién. Se puede decidir efectivamente de
cualquier S si es 0 no es un axioma (y si es 0 no es una de las
premisas, en caso de haber un argumento involucrado). Y si algin
S, digamos §;, no es ni un axioma ni una premisa, entonces, como
s6lo un nimero finito de S preceden S; en la sucesién, después de un
nimero finito de inspecciones se sabri si dos de los renglones
precedentes son S; y S; O S;, pues sélo si éstos ocurren en la suce-
sién, anteriormente,. serd S; una consecuencia de dos renglones
precedentes, por R 1.

Con esta definicién de teorema, los tres axiomas y la regla (Gnica)
de R.S. pueden considerarse como una especie de méquina sim-
béliea para generar férmulas bien formadas. Cada axioma, por si
mismo, genera un nimero infinito de wff y por aplicaciones reitera-
das de R 1 a las mismas se produce una infinidad més de wff como
teoremas. Es natural preguntarse ahora. En primer lugar, ;es con-
sistente el sistema?, y en segundo lugar, ;son todos los teoremas,
tautologias (en la interpretacién normal de los simbolos primitivos)?

Un sistema logistico que es un c4lculo proposicional (como lo es
R.S.) se llamar4 analitico si y solo si todos sus teoremas se con-
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vierten en tautologfas en sus interpretaciones normales. R.S. es
analitico en esta definicién, a condicién de que + P implique que
P es una tautologia. Ahora demostraremos que R.S. es analitico.

METATEOREMA II. R.S. es analitico (esto es, si + P, entonces P
es una tautologia).

Demostracién: Usamos induccién fuerte sobre el nimero de
aplicaciones (o0 usos) de R 1 en la demostracién de que + P.

CASO o: Supébngase que P resulta de un solo uso de R 1. Entonces
R 1 debe ser aplicado a los axiomas., Los axiomas son tautologias,
como facilmente se verifica construyendo tablas de verdad para
ellos. Luego P resulta de aplicar R 1a Sy S D P,donde Sy SO P,
ambas, son .autologias. Claramente P debe ser una tautologia en
este caso, porque si no lo fuera, habria un F cuando menos en un
renglén de su tabla de verdad, digamos el renglén j. Pero como
S es una tautologia, tiene sélo el valor T en las posiciones de su
tabla de verdad incluyendo, desde luego, una T en el renglén j.
Luego en el renglén j-ésimo, S tendria una T y P una F, de modo
que SO P tendria una F, contraponiéndose a que es tautolédgica
y sélo tiene valores T en su tabla de verdad. Asi, el metateorema
es verdadero para m usos de R 1 donde m = 1.

CASO B: Aqui suponemos que el Metateorema es verdadero para
cualquier nimero k < m de usos de R 1. Considerar cualquier P
que tenga una demostracién que involucra m usos de R 1. La férmu-
la P es o un axioma (en este caso, claramente una tautologia) o
debe resultar de renglones precedentes S y S D P usando R 1 m
veces. El renglén anterior S 0 es un axioma (en cuyo caso es clara-
mente una tautologia) o se obtiene por k < m usos de R 1, y luego
es una tautologia por la hip6tesis del caso g. De manera semejante,
el renglén anterior S O P también debe ser una tautologia. Ahora,
como S y SO P son tautologfas, P también .debe serlo, por el
argumento del caso .

De « y 8, por induccién fuerte concluimos que si + P (por cual-
quier nimero de aplicaciones de R 1) entonces P es una tautologia,
lo que significa que R.S. es analitico.

Establecida la analiticidad de R.S., su consistencia se obtiene
de inmediato y se le puede considerar meramente un corolario del
Metateorema II. Al demostrarlo, usamos el criterio Post para consis-
tencia, segiin el cual un sistema deductivo es consistente si contiene
en él mismo una férmula que no es demostrable como teorema.

CoroLARIO: R.S. es consistente.
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Prueba: La férmula P- ~P es una wff de R.S., pero no es una
tautologia, asi que por el Metateorema II no es un teorema de R.S.
Luego R.S. contiene una férmula que no es demostrable como un
teorema, por tanto, R.S. es consistente por el criterio de Post,

Definimos la “completud deductiva” de un sistema logistico para
el cilculo proposicional como la propiedad reciproca de la analiti-
cidad. Un sistema analitico es aquél cuyos teoremas son todos tau-
tologias; un célculo proposicional se llamari deductivamente com-
pleto en el caso en que todas las tautologias sean demostrables como
teoremas dentro del mismo. La completud deductiva de R.S. es mas
dificil de establecer que los dos primeros Metateoremas y requiere
que primero desarrollemos algunos teoremas del sistema. La demos-
tracién, entonces, se pospondra hasta la Sec. 7.6, posterior al desa-
rrollo de R.S. mismo en la Sec. 7.5, después de demostrar la inde-
pendencia de los axiomas de R.S. en la siguiente seccién.

7.4. Independencia de los Axiomas

Se dice que un conjunto de axiomas es independiente si cada
uno de ellos es independiente de los demds, esto es, si ninguno de
ellos puede derivarse como teorema de los restantes. Para demostrar
la independencia de cada axioma es suficiente encontrar una carac-
teristica de las wff del sistema tal que:

1. el axioma que se va a probar como independiente carece de
la caracteristica,

2. todos los otros axiomas tienen la caracteristica, y

3. la caracteristica en cuestién es hereditaria con Tespecto a las
reglas de inferencia del sistema.

El sentido de “hereditario” que aqui usamos es mas o menos el
que se explicé en la Sec. 3.4: una caracteristica es hereditaria con
réespecto a un conjunto de reglas de inferencia si y sélo si siempre
que pertenece a una o mds férmulas también pertenece a toda férmu-
la deducida de ellas por medio de esas reglas de inferencia. La ca-
racteristica de ser una tautologfa, en la interpretacién que se piensa
dar o normal, es hereditaria en ese sentido, pero no se la puede usar
para demostrar la independencia de cualquier axioma porque todos
los axiomas de R.S. tienen esta caracteristica.

Para demostrar la independencia de los axiomas de R.S. debe-
mos usar un modelo que contenga mds de dos elementos, semejante
al que se usé en la Sec. 3.4 para demostrar la incompletud de las
diecinueve Reglas de Inferencia originales. Para R.S. sera suficiente
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un modelo de tres elementos, pero para otros sistemas axiomAticos
de funcién de verdad pueden requerirse modelos de mds de tres
elementos.

Para demostrar la independencia del Axioma 1 de R.S. se intro-
duce un modelo de tres elementos en términos del cual pueden in-
terpretarse los simbolos y las férmulas bien formadas de R.S. Los tres
elementos son los “valores” 0, 1 y 2 que desempefian papeles seme-
jantes a los de los valores de verdad T y F. Cada simbolo proposicional
tiene asignado uno de estos tres valores. Toda wff que no sea un
simbolo proposicional tendra uno de los tres valores 0, 1, 2 de acuerdo
con las tablas siguientes:

P ~P P Q PQ
0 2 0o o0 0
11 0o 1 1
2 0 0 2 2
1 0 1
11 2
12 2
2 0 2
2 1 2
2 2 2

El simbolo definido “O”, cuya definicién esti dada por
P D Q= di~(P-~Q)

tiene como consecuencia de esa definicién, la tabla

P Q PDOOQ
0 0 0
0 1 1
0 2 2
1 0 0
1 1 0
1 2 1
2 0 0
2 1 0
2 2 0

La caracterfstica de las férmulas bien formadas que aqui utili-
zamos es la de tener el valor 0 independientemente de los valores
que se asignen a sus simbolos proposicionales componentes, Es facil
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Ver que esta caracteristica pertenece al Axioma 2 y al Axioma 3 de
R.S. por las siguientes tablas (andlogas a las explicadas en la Pig.

28).

P)]
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La caracteristica ficilmente se ve que es hereditaria con respecto
a R 1 de R.S. consultando la tabla dada para “>”. En el unico
rengléon en que tanto P como P O Q tienen el valor 0, Q también
tiene el valor 0. Por lo tanto, si la caracteristica pertenece a una o
mas wff también pertenece a todas las wff que se deducen mediante
R 1.

Finalmente, es ficil ver que la caracteristica en cuestién no per-
tenece al Axioma 1. Cuando P tiene asignado el valor 1, P> (P- P)
tiene el valor 1 y no el valor 0 dadoque 1 D (1-1) es 1 D 2, que es 1.
Luego el Axioma 1 es independiente.

Al tratar de demostrar la independencia de un axioma en un
célculo proposicional naturalmente surgen tres preguntas. Primera,
¢como decidir qué tan grande debe ser el modelo usado? Segun-
da, jcémo decidir qué valores (elementos del modelo) asignar al
hacer una tabla para los simbolos primitivos del sistema? Tercera,
¢coémo decidir qué elemento (o elementos) del modelo designar como
caracteristica hereditaria? No existe una respuesta efectiva o me-
canica para estas preguntas. La metodologia es todavia aqui cuestién
de prueba y error. Por sencillez y economia debiera tratarse de usar
un modelo de tres elementos. Si funciona, tanto mejor. Si no es
asi, hacer la prueba con un modelo de cuatro elementos, etc. Las
respuestas a las preguntas segunda y tercera estin interrelacionadas.
Para probar la independencia del Axioma 1 se queria que tomara
un valor no designado en al menos un caso en que los otros axiomas
s6lo toman el valor designado (o los valores designados) en todos
los casos, y el valor designado es hereditario con respecto a R 1.
Esta necesidad nos conduce a asignar, cuando menos en un caso,
un valor diferente para P- P del designado para P (asignando un
valor diferente (2) a P-Q para al menos un caso en el que P y Q
toman simultineamente el mismo valor (1)). Entonces, para que
el Axioma 1, a saber, P> (P - P) tome un valor no designado en al
menos un caso, especificamos que el condicional con (valor) ante-
cedente 1y (valor) consecuente 2 tome un valor no designado, en
este caso 1. Para mostrar la independencia del Axioma 2, a saber,
(P-Q) D P, esto es, para hacer que tome un valor no designado
en al menos un caso, hacemos que su antecedente P-Q tome un
valor designado en cuando menos un caso en el que su conse-
cuente P tome un valor no designado. Es posible hacer varias asig-
naciones tales, desde luego, pero cualquiera que se elija debe ser
consistente con las otras restricciones para lograr que los otros axio-
mas tomen solamente valores designados y hacer el valor designado
hereditario con respecto a R 1.
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Para probar la independencia del Axioma 2 de R.S. usamos el
mismo modelo de tres elementos y la misma tabla para “~P”. La
diferencia estd en la tabla de “P - Q” siguiente, junto con la tabla
que se deriva para “P D Q".

"
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La caracteristica de las wff que aqui utilizamos es nuevamente
la de tener el valor 0 independientemente de los valores asignados
a sus simbolos proposicionales componentes. Esta caracteristica es
facil ver que pertenece al Axioma 1 y al Axioma 3 de R.S. exami-
nando las siguientes tablas,

P DO (P P)

6 o0 o 0 o

1 0o 1 o 1

2 0 2 2 2
P > Q@ 2 [~ (© R O ~ (R P)
0o 0 0 0 2 0 o0 0 0 2 o0 0 O
6 0 0 0 2 0 0 1 o0 2 1 o0 o
6 0 0 0 o0 0 2 2 0 o0 2 2 0
6o 2 1 0 2 1 o0 0 0 2 0 0 o
0o 2 1 0 2 1 o0 1 ©0 2 1 o0 0
0o 2 1 0 0 1 2 2 o0 o0 2 2 0
0 2 2 0 0 2 2 0 2 2 0 0 0
0o 2 2 0 0 2 2 1 2 2 1 0 0
0o 2 2 0 0 2 2 2 0 0 2 2 0
1 0 0 o0 2 o0 o0 o0 0 2 o0 o0 1
1 0 0 0 2 0 o0 1 o0 2 1 0 1
1 o0 o o 0 o0 2 2 o0 0 2 2 1
@1 2 1 0 2 1 o0 o o0 2 o0 o0 1
@1 2 1 0 2 1 0 1 06 2 1 0 1
! 2 1 o0 o0 1 2 2 o0 o0 2 2 1
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Facilmente se comprueba que la caracteristica es hereditaria con
respecto a R 1 de R.S. consultando la tabla correspondiente a “>”.
En el dnico renglén en el que tanto P como P D Q tienen el valor
0, Q tiene también el valor 0. Por lo tanto, si la caracteristica
pertenece a una o mis wff también pertenece a todas las wff dedu-
cidas de ellas mediante R 1.

Finalmente, con rapidez se comprueba que la caracteristica en
cuestién no pertenece al Axioma 2. Cuando tanto P como Q tienen
asignado el valor 1 (P-Q) D P tiene el valor 2 y no el valor 0 pues
(1-1) D 1es 0D 1quees 2. Luego, el Axioma 2 es independiente.

Para demostrar la independencia del Axioma 3 de R.S. usamos
el mismo modelo de tres elementos y la misma tabla para “~P”, La
diferencia estriba en la tabla para “P - Q” siguiente junto con la tabla
derivada para “P D Q".

v
4o}
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La caracteristica de las férmulas bien formadas que aqui utili-
zamos es (nuevamente) la de tener el valor 0 independientemente
de los valores que se asignen a sus simbolos proposicionales com-
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ponentes. Esta caracterfstica es facil ver que pertenece al Axioma
1 y al Axioma 2 de R.S. por inspeccién de las tablas siguientes.

p > (@ - P
0 0 o0 o0 o
1 0 1 2 1
2 0 2 2 2
(P Q

coocoococoococooe U
RN - S| N

DO RO et et © OO
NN -~
D et N DN =D

La caracteristica facilmente se comprueba que es hereditaria con
respecto a R 1 de R.S. consultando la tabla de “O”. El renglén,
Unico, en donde Py P D Q tienen el valor 0 tiene la propiedad que
ahi Q también tiene el valor 0. Por tanto, si la caracteristica perte-
nece a una o mas wff, también pertenece a todas las wff que se
deducen de ellas mediante R 1.

Finalmente, es ficil ver que la caracteristica en cuestion no
pertenece al Axioma 3. Cuando P y Q tienen ambos asignados el va-
lor 1y R asignado el valor 0 (P D Q) D [~(Q-R) O ~(R-P)] tiene
el valor 1, no el valor 0, dado que (1> 1) D [~(1+-0) D ~(0-1)],
sucesivamente se reduce a 0 D [~2 D ~1], yluegoa 0D [0D 1], 0
0 D 1, y finalmente a 1. Luego, €l Axioma 3 es independiente.

EJERCICIOS

Para cada uno de los siguientes conjuntos de axiomas para célculos propo-
sicionales, pruebe la independencia de cada axioma:

*1. El sistema de Church P tiene los operadores primitivos — y v, y en el
mismo P O Q se define ~Pv Q. Su regla es: de P y P D Q inferir Q.
Sus cuatro axiomas son:

Axioma 1. (PvP)D P
Axioma 2. P D (Pv Q)
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Axioma 3. [Pv(QVR)] D [Qv(PVR)
Axioma 4. (Q D R) D [(Pv Q) D (PvR)]

2. El sistema de Gotlind-Rasiowa, P, tiene los mismos operadores 'pn'miﬁ-
vos, la misma definicién de 5 y la misma regla que el sistema P, de
antes. Sus tres axiomas son:

Axioma 1. (PvP) D P
Axioma 2. P D (Pv Q)
Axioma 3. (Q D R) D [(PvQ) D (Rv P)]

3. El sistema de Frege, F.S., tiene como operadores primitivos ~ y O, y
Pv Q definida como ~P O Q. Su regla es: de P v PO Q inferir Q. Sus
cinco axiomas (quitando el axioma original 3 de Frege, (P D (Q D R)]1 D
[Q D (P D R)l, que no era independiente) son:

Axioma 1. P D (Q D P)

Axioma 2. [PD (Q DR)] D [(PD Q) D (P D R)
Axioma 3. (P D Q) D (~Q D ~P)

Axioma 4. ~~P D P

Axioma 5. P O ~~P

4. El sistema de Lukasiewicz, L.S., tiene los mismos operadores primitivos,
la misma definicién de v y la misma regla que el sistema de Frege. Sus
tres axiomas son:

Axioma 1. P D (Q) D P)
Axioma 2. [PD(QDR) D [(PD Q) D (PDR)
Axioma 3. (~P 2 ~Q) D{(Q D P)

7.5. Desarrollo del Calculo

En el desarrollo de las reglas derivadas y teoremas de nuestro
lenguaje objeto, motivados por el deseo de alcanzar el «igor consi-
deraremos todos los simbolos completamente no interpretados.
Cuando se les interpreta normalmente, las férmulas ~RP y P~R
son logicamente equivalentes. Pero no se les puede considerar asi en
tanto que wff de R.S., en su desarrollo y la wff ~RP = P~R no se
puede aceptar como un teorema hasta haberla formalmente deducido
de los axiomas del sistema.

Es conveniente comenzar con la demostracién de una regla de-
rivada de inferencia para R.S. para convalidar una infinidad de ar-
gumentos en ese sistema. Se le enuncia de la manera siguiente

DR 1. PD Q,Q DRt ~(~RP)
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Su demostracién requiere una secuencia de solamente cinco férmu-
las bien formadas, la tercera de las cuales escribimos dos veces,
una vez abreviada, y no abreviada la otra:

S0 (P2 Q) D [~(0O~R) D ~(~RP)]
S: PDQ

Syt ~(Q~R) D ~(~RP)

8;: (@ O R) D ~(~RP)

S4 @OR

Sy: ~(~RP)

El que esta secuencia de S (eses) sea una demostracién se verifica
facilmente. El primer renglén, S, es el Axioma 3 del R.S. En verdad
que existe una diferencia evidente entre S, y su formulacién sin-
tactica del Axioma 3:

S1: (P2 Q) D [~(Q~R) > ~(~RP)
Ax. 3: (P D Q) D [~(QR) D ~(RP]

porque S, contiene ~R siempre que el Axioma 3 contiene R. El asun-
to es que aqui estamos hablando respecto de las férmulas bien
formadas de R.S. Tanto S, como el Axioma 3 denotan una infinidad
de wff de R.S. y toda wff de R.S. que se denota con S, también se
denota mediante el Axioma 3 (aunque no reciprocamente). Esto
podemos decirlo de otra manera. Nuestra primera regla derivada

(DR 1) convalida una infinidad de argumentos que se formulan
en R.S., como son:

~((A)+(~(B))) ~((B)*(~(C))
~((B)«(~(C) y ~{C)(~(D)
~((~(C)-(A) ~{(~(D))-(B))

asi como

~((A)-(~(4)) ~(((A)*(B))*(~(~(C)))
~(A)(~(4)) 'y ~{(~(C)(~((D)-Dy))))
~((~(A))-(4)) ~{(~{(Dy)+(Dy)))* ((A)+(B)))

La secuencia de S en la demostracién dada denota una infinidad de
secuencias de wff de R.S., una para cada uno de los argumentos
diferentes cuya validez se trata de demostrar. El primer renglén
de la demostracién en R.S. para el primero de los cuatro ejemplos
dados es la wff de R.S. denotada con S, cuando “P”, “Q” y “R” se
toman como notaciones de “4”, “B” y “C”, respectivamente. Pero
ésta es idénticamente la misma wff de R.S. denotada por nuestra
formulacién sintictica del Axioma 3 cuando “P”, “Q” y “R” en el
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mismo se consideran notaciones de “A”, “B” y “~C”, respectivamente.
Por tanto, la primera wff de la secuencia de demostracién es uno
de los axiomas, infinitos en numero, de R.S. que provee el Axioma
3. La situacién es la misma con respecto a la demostracién de la
validez de cualquier otro argumento en R.S. que sea convalidado por
DR 1.

Facilmente se comprueba que los otros renglones de la secuen-
cia se apegan a los requerimientos establecidos en nuestra defini-
cién de una demostraciéon. Las dos premisas del argumento aparecen
como S, y S, mientras que S, se sigue de S, y S; por R 1,y §; se
sigue de S; (Sy) y S. por R 1, Es util escribir la justificacién que
acompana a cada renglén en la demostracién: “Axioma 3” a la de~
recha de S,, “premisa” a la derecha de S., etc. Estos rétulos no son
parte de la demostracién sino simplemente una ayuda para el lector
y el autor de la demostracion.

En esta etapa surge naturalmente la pregunta de si se puede
recurrir a las reglas de inferencia derivadas al deducir teoremas a
partir de los axiomas del sistema. Esto se discute de manera mas
conveniente en conexién con un ejemplo. Tomemos como nuestro
primer teorema de R.S. la férmula.

TeorEMA 1. F ~(~PP)

Esta férmula se sigue directamente de los Axiomas 1 y 2 por
medio de nuestra primera regla derivada DR 1. La siguiente es
una secuencia de férmulas que ya se ha demostrado que constituye
un argumento valido (por nuestra demostracién de DR 1)

S: PO PP Ax. 1
S;PPOP  Ax 2
Sy ~(~PP) DR1

Por la discusién previa debiera estar claro que S, es el Axioma 2. Toda
wff de R.S. denotada por nuestra formulacién sintéctica del Axioma 2,
“PQ D P?, es un axioma, y toda wff de R.S. denotada por la ex-
presion sintictica “PP O P” es (también) denotada por “PQ D P”
de modo que S, denota una infinidad de axiomas de R.S. que son
denotados por nuestra formulacién sintactica del Axioma 2. Y el que
S; de hecho se sigue de S, y S, mediante DR 1 puede verse obser-
vando que DR 1 da validez a cualquier argumento de la forma

PDQ
QDR
~(~RP)
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sin importar qué wff de R.S. sean las férmulas P, Q y R. Luego
DR 1 incluye el caso en que “P” y “R” idénticamente denotan las
mismas férmulas, mientras que “Q” y “PP” también denotan las mis-
mas wff,

Aun cuando la secuencia S,, S;, S; pueda considerarse una
“prueba” del Teorema 1, no constituye una demostracion, pues por
definicién una demostracién involucra exclusivamente €l uso de R
1. Pero si tuviésemos una “prueba” en la que se usara una regla
derivada, como DR 1 se usa en la secuencia dada, la demostracién
de la regla derivada podria insertarse en la secuencia. para dar
lugar a una demostracién propia. Asi, en lugar de S, en la secuencia
dada, la demostracién de DR 1 puede sustituirse dando lugar a

S,: PO PP Ax. 1
S, PPDP Ax. 2
84+ (P D PP) D [~(PP~P) D ~(~PP)|  Ax. 3
S,: ~(PP~P) D ~(~PP) R 1
Si: (PP D P) D ~(~PP)

S: ~(~PP) R 1

Esta secuencia es una demostracién; puesto que S, S, y S; son axio-
mas, S, se sigue de S, y S; por R 1y S;de S, y S, por R 1. Ademas,
esta demostracién resulta de la “prueba” anterior haciendo ciertos
cambios que se indican en la prueba misma. La secuencia original,
que llamamos una “prueba”, no es una demostracién, sino la des-
cripcion de una demostracién que es posible dar. Una prueba puede
considerarse como una receta para la construccién- de una demos-
tracion.

Esta situacién es andloga a la que se presenta cuando se de-
muestran teoremas subsecuentes de un sistema deductivo no direc-
tamente de los axiomas sino de teoremas antes establecidos. Aqui
de nuevo un ejemplo serd ttil en la discusién. Como nuestro se-
gundo teorema tomaremos la férmula

TEOREMA 2. | ~~PD P

que se sigue directamente del Teorema 1 por definicién. Su prueba
puede escribirse como: '

S: ~(~~P~P) Teo. 1

S;: ~~PDP df.

Es claro que esta secuencia no es una demostracién, sino una prueba,
pues dice exactamente cémo construir una demostracién del Teo 2.
En lugar de S, sélo necesitamos escribir nuestra demostracién del
Teo. 1 —o mas bien la demostracién de la versién del mismo que



234 Un Cdlculo Proposicional

es pertinente a la conclusién deseada, el Teo. 2—. El enunciado
general del Teo. 1 es
F ~(~FPP)

que denota todas las wff que son de esta forma sin importar cual
es la wff que la variable sintictica “P” denota. Toda wff denotada
con “~(~~P~P)” es de esa forma y, por lo tanto, se incluye
entre la infinidad de férmulas que se pueden probar en R.S., rotu-
ladas como Teorema 1. La demostracién de la prueba indicada
en el Teo. 2 puede escribirse como sigue:

Sy: ~P D ~P~P Ax. 1
Sy: ~P~P D ~P Ax. 2
S3: (~P 2O ~P~P) D [~(~P~P~~P) D ~(~~P~P)] Ax. 3
Sg ~(~P~P~~P) D ~(~~P~P) R1
Sit (~P~P D ~P) D ~(~~P~P) df.
S5t ~(~~P~F) R1
St ~~PDP df.

En general, las pruebas son mas breves y, por tanto, de mas
ficil escritura que las demostraciones, Como cualquier prueba se
puede convertir en una demostracién sustituyendo cualquier ren-
glén que sea un teorema previamente establecido por la demostracién
de ese teorema y cualquier renglén que resulte del uso de una
regla derivada por 1a demostracién de esa regla, pueden considerarse
las pruebas como notaciones taquigraficas de las demostraciones.
No obstante, las pruebas son diferentes, y no se les debiera con-
fundir con las demostraciones.

Antes de continuar con el desarrollo de otros teoremas y reglas
derivadas para R.S. debiera observarse que el Teo. 2 puede igual-
mente expresarse bien como + ~P v P que es una versién del prin-
cipio del Medio Excluido, Pues por nuestra definicién del simbolo
“v”, “~P v P” es una abreviacion de “~ ( ~~P~P)” que tiene como
abreviacién alternativa “~~ P O P”, (Teo. 2). En la forma udltima,
constituye una parte del principio de la Doble Negacién.

Los siguientes son algunos teoremas adicionales de R.S. que da-
mos junto con sus pruebas (no sus demostraciones):

TEOREMA 3, F~(QR) D (R D ~Q)

Prueba: +~~Q D Q Teo. 2
F(~~Q 2 Q) D [~(QR) O ~(R~~Q)] Ax. 3
F~(QR) 2 ~(R~~Q) R 1

F~(QR) D (R 2 ~Q) df.
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TEOREMA 4. FR D ~~R

Prueba: +~(~RR)D (RD ~~R) Teo. 3
F ~(~RR) Teo. 1

FR D ~~R R1
TEOREMA 5. F(QD P) D (~PD ~()

Prueba: +~(Q~P) D (~PD ~Q) Teo. 3
F@D P D(~PD~Q) df.

Se observari que el Teo. 5 es parte del principio de Transposicién,
Y que los Teoremas 2 y 4 son partes del principio de la Doble
Negacién, Pero, aunque tanto P D ~~P como ~~P D P se han
probado como teoremas, el principio de la Doble Negacifn, Pe
~~P, que abrevia (P D ~~P) - (~~P D P) (aln) no est4 probado
que sea un teorema. Se¢ seguiria de los Teoremas 2 y 4 por el prin-
cipio de Conjuncién P, Q P - Q, pero este ultimo no ha gquedado
(atn) establecido como principio de inferencia valido o como regla
derivada para el sistema R.S. Estas observaciones se hacen con la
intencién de arrojar mas luz sobre el significado del simbolo “+?
Escribiendo “+ P” se afirma que hay una secuencia de férmulas
bien formadas que termina en P y que es una demostracién. Al es-
cribir “+ Py + Q” se afirma que hay dos secuencias de wff y que
ambas son demostraciones, una de las cuales termina en P y la otra
en Q. Pero al describir “+ P- Q" se afirma que hay una secuencia
de férmulas bien formadas, que es una demostracién y que ter-
mina en P-Q. Esta aseveracién, aunque es diferente, se sigue de
la precedente, por el principio de Conjuncién que estableceremos
como DR 14.

La siguiente regla derivada se prueba:

DR2 ~PD ~QFQDP

Prueba: (~P D ~Q) D [~(~QQ) D ~(Q~P)] Ax. 3
~P D ~(Q premisa
~(~0QQ) O ~(Q~P) R1
~(~Q0Q) Teo. 1
~(Q~P) R1
QoDOP df.

Aunque el Teorema 5,+(Q D P) D (~P D ~Q), es parte del prin-
cipio de transposicién, DR 2, ~P D> ~Q+FQ D P, no lo es, Ese
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principio afirma que (Q D P)=(~P D ~Q), que es nuestra la
abreviacién para [(QD P)D (~P D ~Q)]-[(~PD ~Q)D (QD
P)]. El conjunto izquierdo es el Teorema 5 pero el conjunto derecho
no es DR 2. Hay una importante diferencia entre

~PD~QFQDP y F(~PD~Q)D(QDP

La primera afirma que hay una secuencia de wff, cada una de las
cuales es ~P D ~Q o un axioma, o se sigue de dos wff que le pre-
ceden por R 1, y cuya ultima wff es Q D P. La segunda afirma que
hay una secuencia de wff, cada una de las cuales es un axioma o
se sigue de wff previas por R 1, y cuya Gltima wff es (~P D ~Q)
D (Q D P). (La segunda no se ha establecido atin.) Hay, desde lue-
go, conexién entre ellas, como la hay entre dos enunciados tales
como P + Q y F P2 Q. Dado el ultimo ficilmente se establece el
primero, pues a la secuencia de férmulas bien formadas S,, S., ...,
S: (donde S; es P D Q), que constituye una demostracién para + P D
Q, sélo es necesario agregar P como Sy,, y derivar Q como S;,,, pues
se sigue de Sx y Si., mediante R 1. Pero aunque + P D Q se sigue de
P+ Q, la prueba de esto es menos simple. Se le establecera como
Metateorema III (el Teorema de Deduccidn); pero hasta que se haya
probado, no se puede suponer que valga en el sistema R.S.

Las siguientes son algunas reglas derivadas adicionales que da-
mos con sus demostraciones:

DR3. PDQFRPD QR

Prueba: (P D Q) D [~(QR) D ~(RP)] Ax. 3
PDQ premisa
~(QR) D ~(RP) R 1
RP D QR DR 2

DR 4. PDQ,RDSk~[~(QS)PR)]

Prueba: PD Q premisa
SPD QS DR 3
RD>S premisa
PR D SP DR 3
~[~(QS)(PR)] DR 1

DR5 PDQ,QDRRDSFPDS

Prueba: RD S premisa
(R D 8)D(~SD ~R) Teo. 5
~S DO ~R R1
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(~8 D ~R) D [~(~RP) D ~(P~8)] Ax. 3
~(~RP) D ~(P~S5) R1
PDQ premisa
QDR premisa
~{~RP) DR 1
~(P~S) R1
PDS df.

La ultima regla derivada mencionada se puede pensar que es
un Silogismo Hipotético “generalizado”. Al desarrollar el sistema
R.S. conviene establecer DR 5 antes de probar el Silogismo Hipoté-
tico familiar P 5 Q, Q D R + P D R. Este tltimo quedari establecido
como DR 6. Para facilidad en la prueba de la siguiente regla deri-
vada es deseable que se prueben tres teoremas adicionales. Sus
pruebas se dejan como ejercicios al lector:

*TEOREMA 6. |+ (R~~P) D (PR)
TEOREMA 7. FPDP
TEOREMA 8. FRPD PR

Es conveniente enunciar y probar un corolario del Teorema 7:
TEOCREMA 7, COR. FPv ~P

Prueba: ~P D ~P Teo. 7
~(~P~~P) df.
Pv ~P df.

Sera instructivo para el lector que construya una demostracién (y
no meramente una prueba) del Teorema 7. Es una tautologia tan
obvia que parece trivial y, sin embargo, su demostracién en el
sistema R.S. no es breve.

Tomados conjuntamente, DR 5 y el Teorema 7 proporcionan una
prueba ficil de la validez del Silogismo Hipotético

*DR6. PDQ,QDRFPDR

En la prueba del siguiente Metateorema serdn utiles algunos teore-
mas y reglas derivadas adicionales.

TEOREMA 9. F ~(PR) D ~(RP)
DR7. PDQ,BEDSFPRDQS

Es conveniente asentar dos corolarios de DR 7:
DR 7, Cor. 1. PDQFPRD OR

DR7,Cor. 2. RDSFPRDPS

DRS8. PDQ,PDRFPDQR

* TEOREMA 10. +(PQ)R D P(QR)
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La otra mitad del principio de Asociacién para “” es un 0til corolario
del Teo. 10:

TeoreMA 10, Cor. FPQR) D (PQ)R

-DR9. POR,QDSHPvQ) D((RVS)
*DR10. POR, QDRF{Pv(Q) DR

TEOREMA 11. F(PvQ) D (QVvP)
TEOREMA 12. F(PvQ)vR D Pv(QVR)

La otra mitad del principio de Asociacién para “v” es un util corola-
rio del Teorema 12:

TeoREMA 12, CorR. FPV(QVR)D (PVvQ)VR
TeOREMA 13. F[P D (Q D R)} O [PQ D R]
*TEOREMA 14. F[PQ D R] D [PD (Q D R)]

Estos dos ultimos teoremas son las dos mitades del principio de
Exportacién, pero antes de obtener el principio mismo a partir
de ellos hay que establecer el principio de Conjuncién (como DR 14).

DR 11. POQ,PO(QDORFPDOR
TEOREMA 15.. FP D (Q D PQ)
TeEOREMA 16. FPD(QD P

Establecidas estas reglas derivadas y teoremas estamos en posi-
cién de probar el Teorema de Deduccién para R.S. como

METATEOREMA III. Si P,, P,, ..., P.,, P. + Q entonces P,, P,, ...,
Pﬂ—j }_ Pn:) Q.

Prueba: Suponemos queP,, P,, ..., P, ,, P, | Q, es decir, que hay
una demostracién o secuencia de wff S;, S., ..., S, tal que cada
S; es un axioma ouna P;(i = 1,2, ..., n), o se sigue de dos S previas
por R 1y S, es Q. Ahora considérese la secuencia de wff P, D S,
P,D8S....,P.D S, Sipodemos completar las wff antes de cada
P, O §; de modo que la secuencia total que resulte sea una demos-
tracién a partir de P,, P,, ..., P,, de modo que cada renglén de la
secuencia total resultante sea un axioma o una Pi(i=1, 2, ...,
n — 1) o se siga de dos renglones previos mediante R 1, entonces
como P, D S, es P, D Q tendremos una demostracién de que P,, P.,

.«» Pay F P, D Q. El que podamos completar para obtener la de-
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mostraciéon deseada se prueba por induccién débil sobre el numero
de férmulas P, D §; involucradas.

(a) En el caso i = 1, sélo tenemos la férmula P, D S, que con-
siderar. Por hipétesis S, es un axioma o una P;(i = 1, 2, .. S M.

€Aso 1. S, es un axioma. Aqui completamos con la demostra-
cién del Teorema 16, + S, D (P, D S,) y S, mismo. De las dos ilti-
mas férmulas deducimos P, O S, por R 1, de modo que la secuencia
total de wff hasta P, D S, inclusive, es una demostracién de que
FP, D S, y, por tanto, de que P,, P,, ..., P,,+ P, D S,.

. ©caso 2. S,esuna Pi(i=1,2,...,n—1). Aqui completamos
con la demostraciéon del Teorema 16, + S, D (P, D S1) v S, mismo.
De las dos ultimas férmulas deducimos P, D S, por R 1, de modo
que la secuencia total de wff hasta P, D S, inclusive, es una de-
mostracién de que S, + P, D S,. Puesto que S, es una Pi(i=1, 2,
..., — 1) tenemos una demostracién de P,, P,, ..., P,,, - P, O S..

cAaso 3. S, es P,. Aqui completamos con la demostracién del
Teorema 7, + P, D P,, esto es, I P, D S,, de modo que la secuencia
total de wff hasta P, D S, inclusive es una demostracién de que
P, D S,y, por tanto, de P,, P,, ..., P, FP, D S,.

(B) Ahora suponemos que hemos completado apropiadamente
todos los renglones hasta P, D S;_, inclusive, de modo que tenemos
una secuencia de wff que es una demostracién de P,, P,, ..., P,
FPy. D Siy. Bajo esta hipétesis mostramos como completar para
incluir P, D S; en la secuencia que entonces seri una demostracién
de P,, P;, ..., Poy + P, D S, Por hipétesis S; es 0 un axioma o una
Pi(i=1,2, ..., n) o resulté en la demostracién original de la apli-
cacién de R 1 a dos S precedentes, digamos, S; y S;(i, j < k).

CASO 1. S; es un axioma. Insertar la demostracién del Teore-
ma 16, b 5x D (P, D Sx) y Sk mismo, y derivar P, D Sx por R 1. La

secuencia total seri entonces una demostracién de P, P,, ..., P,
FP, D S;
CASO 2. Syesuna Pi(i=1,2, ..., n —1). Insertar la demos-

tracion del Teorema 16, + Si D (P, D S;), Y St mismo, y derivar
P, D S: por R 1. La secuencia total seri entonces una demostracién
de P, P;, ..., Ppy +F P, D Si.

caso 3. S; es P, Insertar la demostracién del Teorema 7,
P, D P, esto es, - P, D S;, y la secuencia total seri una demos-
tracion de Py, P,, ..., P,., -+ P, D S..
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cAsO 4. S resultd (en la demostracién original de P,, P,
.., P,+Q), por aplicacién de R 1 a dos S anteriores, digamos S;
y S; donde i, j < Ry S; es de la forma S; D Si. Por la hip6tesis del
caso S8 hemos ya completado hasta P,D S; y P, D (§; O &) in-
clusive. Por DR 11, que se anuncia como

PODQ,PI(QDRFPDR
tenemos
B,DS, B D(S;D8)FE DS,

Insertar la demostracién de esta regla derivada cuyo ultimo renglén
es P, D S; y la setuencia total serd entonces una demostracién de
Pl, Pg, "‘)Pﬂ-l }_P"DSI;-

Ahora, por induccién débil, concluimos que es posible completar
cualquier nimero de renglones P, DO S; de modo tal que la secuen-

cia resultante sea una demostraciéon de Py, P,, ..., P, - P, D S..
Asi, podemos hacerlo para la demostracion de P,, P,, ..., Pay,
P.F Q no importando cuéntos renglones S,, S., ..., S,, contenga.

Y como S, es Q podemos construir una demostracién de Py, P,, ...,
P.. F P, D Q. Asi concluye nuestra prueba del Teorema de Deduc-
cién.

Una consecuencia inmediata es
MT 1II, CoroLARIO: Si PF Q entonces - P D Q.

Otro corolario tan obvio es la conclusién méas general de que: el
Teorema de Deduccidn es valido para cualquier cilculo proposicional
que solamente tenga la regla Modus Ponens y contenga demostracio-
nesparaP 2> P,PD (QDP),y(PDQ)D{([IPD(QRDR)D(PD
R)}.

La manera en que puede usarse el Metateorema III (abreviado
como “D.T.”) en las demostraciones queda indicada en la siguiente
prueba de DR 6. Primero demostramos la relativamente trivial DR 6’:
PO Q, Q O R, P+ R siguiendo los pasos que se muestran a conti-
nuacién:

PDQ premisa

P premisa
Q R1
Q DR  premisa
R R1

Ya entonces podemos probar DR 6 por simple aplicacién de D.T. una
vez y la prueba se puede escribir como

PDQ,QDR,P-R DR 6’
PD>Q,QDRFPDR DT
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Dado que D.T. nos proporciona un método efectivo de construccién
de una nueva demostracién para DR 6 sobre la base de la anterior
para DR €, la prueba precedente de dos pasos es una recta perfecta-
mente adecuada para la demostracién que se desea, No debiera
pensarse que se ha “malgastado” un esfuerzo al construir pruebas
mds dificiles de teoremas anteriores, pues habia que establecerlds
antes de probar el Teorema de Deduccién mismo.
Los siguientes son algunos teoremas y reglas derivadas de R.S.

TEOREMA 17. +PD (QvP)
*TEOREMA 17, CoRr. FPD (PvQ)
TEOREMA 18. F(PvQ)R O (PRv OR)

Este teorema constituye una parte del principio de Distribucién —_la

distribucién de “” con respecto a “v”.

DR 12. PO ~QFP D ~(QR)
DR13. PO ~RFP> ~(QR)
‘DR 14. P, QFPQ

Aqui, finalmente, tenemos el principio de Conjuncién. Nos permite
establecer el principio de la Doble Negacién como nuestro teorema
siguiente, que es una consecuencia directa del Teo. 2 y el Teo. 4
por DR 14,

TEOREMA 19. FP= ~~P

Sin embargo, el Teorema 19, por si mismo, no nos permite reem-
plazar ~~P por P siempre que aparezca en el interior de una wff
mas extensa. Es decir, donde sea posible demostrar una wff F (---
~~P . ..)la mera equivalencia de ~~P Y P no nos permite inferir,
simplemente, que + (--- P ...). La inferencia seria vélida, pero
hay que probar que es véilida dentro del sistema R.S. La legitimidad
de semejante reemplazo esti asegurada por nuestro siguiente Meta-
teorema. Antes de enunciarlo y demostrarlo, seri conveniente es-
tablecer las siguientes:

DR15. P=QF~P=~0Q
DR 16. P=Q, R=SFPR =S
DR 16, Cor. P=Q,R=S+PvR=0vS

Las pruebas se dejan como ejercicios para el lector.
Ahora estamos en posicién de probar la Regla de Reemplazo
para R.S.

METATEOREMA IV (Regla de Reemplazo). Sean P,, P,, .. s Pa
cualesquier wff, sea Q cualquier wff que no aparece en ninguna P;, y
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sea S cualquier wff que mo contiene componentes que no sean Q
o P; (1 <i<mn). Sea S* una wff que resulta de reemplazar cual-
quier niimero de ocurrencias de Q en S por R; entonces Q=R t+
S=S"*.

Prueba: Usamos la induccién fuerte sobre el numero de simbo-
los de S, contando cada ocurrencia de -, ~, Q, o cualquier P; como
un solo simbolo.

(a) n=1. En este caso S es Q o P; solamente.

casol. Ses Qy S* es R. Es obvio que Q=R + Q==R, lo que
podemos escribir como Q=R + §=S8*.

caso 2. S es Q yS* es Q también. Puesto que + Q=Q, por el
Teo. 7 y DR 14, I S=S%, luego Q=R F S=S8*.

cAso 3. S es una P;. En este caso S* es también la misma P;.
Dado que + P;=P; por el Teo. 7 y DR 14, F S=S* luego Q=R
F S=8S~.

(B8) Aqui se supone la verdad del Metateorema para cualquier
S que contenga < 7 simbolos. Considerar cualquier S que contenga
exactamente n simbolos (n > 1). Es claro que S debe ser ~§S;
oS, 8S..

cAso 1. S es ~8,. Como S contiene n simbolos, S, contiene < n
simbolos, asi que por la hipdtesis del caso 8, Q=R F §,=S,%,
donde S,* es una wff que resulta del reemplazo de cualquier nimero
de ocurrencias de Q en S, por R. Pero S, =S,* + ~8,= ~8§,* por
DR 15 y como ~8,* es obviamente lo mismo que $*, tenemos Q =
R FS=S8*

cAs0 2. Ses S;-S,. Aqui S, y S., cada una contiene < n sim-
bolos, de modo que por la hipétesis del caso 8, Q=R F8,=8,"y
Q=R+S,=8,*. Pero por DR 16, §;=85,*, S:=8,*}F85:-§8, =
S,*-S,* y como toda S,*-S,* es una S*, Q=R + §=_58".

De modo que por la induccién fuerte inferimos que sin atencién
al nimero de simbolos que haya en §, Q=R | §=8§"*.

MT IV. Cororario: Si Q, R, S y S* son como en el Metateorema
IV, entonces Q=R, S | S*.

La prueba del corolario es .via.

De la lista de Reglas de Inferencia usadas al probar la validez de
argumentos en el Cap. 3, las nueve primeras eran formas de argu-
mento validas elementales propiamente, y las Gltimas diez eran equi-
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valencias que se suponian sustituibles entre si. De las nueve prime-
ras, la primera, Modus Ponens, es la regla primitiva R 1 de R.S. La
tercera, el Silogismo Hipotético, ya se ha establecido como DR 6; y .
la octava, el principio de Conjuncién, se ha probado como DR 14.
Las seis restantes se prueban con facilidad como reglas derivadas
de R.S. Se pueden alistar como

DR17. P2 Q, ~QF~P (Modus Tollens)

DR 18. PvQ, ~P}Q (Silogismo Disyuntivo)
DR 19. PQOFP (Simplificacién)

DR 19, Cor. PQFQ ‘
"DR20. PO QYR DS), PvRF QvSs (Dilema Constructivo)

DR2L. (P2 Q)R D S), ~Qv~S§+ ~Pv~R (Dilema Destructivo)

DR 22. PHPv(Q (Adicién)

Las equivalencias que constituian las tltimas diez de las die-
cinueve Reglas de Inferencia se establecen facilmente. El principio
de la Doble Negacién se ha probadoe ya como Teorema 19. Los
principios de Conmutacién y Asociacién se obtienen con facilidad
aplicando DR 14 a teoremas 'y corolarios ya establecidos,

TEOREMA 20. +PvQ=0QvP (Conmutacién de “v”)
TEOREMA 21. +PQ=(QP (Conmutacién de “™)
TEOREMA 22. +([Pv(Qv R =[PvQ)vR] (Asociacién de “v")
TEOREMA 23.  P(QR)= (PO)R (Asociacién de “”)

El principio de Transposicién puede obtenerse por DR 14 del Teo-
Tema 5 y lo que resulta de aplicar el Teorema de Deduccién a DR 2.

TEOREMA 24. F(PD Q)= (~Q0 D ~P (Transposicién)
La prueba del principio de Exportacién es atin més obvia.
TeOREMA 25. +[(PQ) D R]=[PD (Q D R)] (Exportaci6n)

Las pruebas del grupo final de teoremas del sistema R.S. serin
dejadas al lector como ejercicios.

TEOREMA 26. P=pp (Tautologia )
TEOREMA 26. Cor. FP=pvP (Tautologia)
TEOREMA 27. F ~(PQ)=(~Pv ~Q) (Teorema de De Morgan)
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TEOREMA 28. F~(Pv Q)= (~P~0Q) (Teorema de De Morgan )
TeorEMA 29. FP 2 Q0= (~Pv Q) (Implicacién Material)
*TEoREMA 30. F Qv R)=PQVvPR (Distrib. de “” sobre “v”)
TEOREMA 30, Cor. F(PVvQR=PRV QR

TEOREMA 31. FH(P=Q)=[PQv ~P~Q] (Equivalencia Material)
TEOREMA 32. FPvQR=(PvQ)PVR) (Distrib. de “v” sobre “”)

Establecidos los teoremas de este ultimo grupo, se ha mostrado
que R.S. contiene todos los principios 1ogicos a que se hace llamado
para convalidar los argumentos extendidos del Cap. 3. Conteniendo,
como de hecho contiene, el Teorema de Deduccién y el principio
de la Doble Negaci6n, también es adecuado a los métodos de Prueba
Indirecta y Prueba Condicional que se estudiaron en el Cap. 3. To-
davia queda por probar que el sistema es deductivamente completo,
lo que se establece en la seccién que sigue.

7.6. Completud Deductiva

En los Teoremas 22, 23 y 30 tenemos ya la Asociacién de “v” y
«» 'y la Distribucién de “” respecto a “v”. Pero como se dice ah,
estas propiedades sélo se han establecido para los casos que exacta-
mente involucran tres wff. Al probar la completud deductiva de R.S.
es conveniente hacer uso de principios de Asociacién y Distribucién
mas generales. Estos se establecerdn como nuestros tres siguientes
Metateoremas. El primero establece la Asociacién y Conmutacién
generales del simbolo conjuntivo “”, asegurando que sin importar
el orden o agrupamiento de cualquier numero de férmulas bien
formadas al conjuntarlas, la férmula bien formada que resulte sera
equivalente al resultado de conjuntarlas en cualquier otro orden o
agrupamiento, Esto podemos enunciarlo formalmente como:

METATEOREMA V. Sean P., P., ..., P, cualesquier wff y Q y R dos
wff que se construyen a partir de ellas por medio de “>, Si cada P;
(1 < i< n) aparece exactamente una vez en cada una de las wff
Q y R, entonces -Q=R.

Prueba: Se usa induccién fuerte sobre el nimero de “factores”
(es decir, conjuntos) P; en Q y R.

«) Cuandon = 1, Q y R son idénticamente iguales a la misma
wff P,, asf que - Q== R por el Teo. 7 y DR 14.
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B) Aqui suponemos que el Metateorema es verdadero Para k < n
factores P,, P,, ..., Px. Ahora, considérense Q vy R construidas cade
una con n > 1 factores Py, P,, ... P,. Qes S-T y Res X-V.

Cada una de las wff S y T contiene al menos uno de los factores
P,, P,, ..., P,. Podemos suponer que P, es un factor de S, porque
en el caso contrario podemos aplicar el Teorema 21 y rotular de
nuevo para obtener + Q==S - T donde S contiene ahora P, como factor.

Puesto que T contiene por lo menos una de P;, Py, ..., P, como
factor, S contiene <n de los factores P, P,, . .., Pa. Luego, 0 S es
P,,y - Q=P,-T o por el supuesto del caso 8 + S=P, - S, donde
S’ es una wff que contiene todos los factores de S excepto P,. En el
ultimo caso, por MT IV, Cor., tenemos

FQ=(P-S)T
y por el Teo. 23 y MT. IV, Cor.
FQ=R(5"T)

En ambos casos hay una wff, llamémosla T, tal que

FQ=P- T
Por el mismo razonamiento podemos mostrar que hay una wff, lla-
mémosla Y’, tal que

FR=P- Y
Cada una de las wff T”y Y’, contiene los n — 1 factores P,, P, . . .,
P,, de modo que por el supuesto del caso 2

FT =Y
Por el Teo. 7 y DR 14 tenemos F P, = P,, asi que por DR 16 tenemos
FPT =P-Y

y por MT. 1V, Cor.

FO=R

El Metateorema V ahora se sigue por induccién fuerte,

El principio siguiente concierne a la Asociacién y Conmutacién
general del sfmbolo de disyuncién “v”. No importando en qué or-
den o agrupamiento se conecten cualesquier wff por medio del sim-
bolo “v”, 1a disyuncién que resulta o “suma légica” sera equivalente
al resultado de conectarlas por medio de “v” en cualquier otro orden
0 agrupamiento. Esto se enuncia de manera formal como



246 Un Célculo Proposicional

METATEOREMA VI. Sean P,, P,, ..., P, cualesquier wff y Q y R, dos
wff construidas a partir de ellas por medio del simbolo “v". Si cada
P;(1 < i < n) aparece exactamente una vez en cada una de las wff
Q y R, entonces - Q=R.

La prueba se dejaréd como ejercicio para el lector.

MT. VI, CoroLARIO. Si Q y R son como en el Metateorema VI, en-
tonces Q + R. La prueba de este corolario es obvia.

Por ultimo, deseamos establecer un enunciado generalizado de
la Distribucién de la Conjuncién respecto a la Disyuncién, esto es,
de “” respecto a “v”. Este se expresa como

METATEOREMA VII. Si Q es la suma légica de P,, P,, ..., Pa, €5
decir (P,VPy...P,) acordando la asociacion a la izquierda, y

si S es la suma légica de P,R, P,R, ..., P.R entonces | QR == S.

Prueba: Usamos la induccién débil sobre el niimero de “suman-
dos” (es decir, los disyuntos) P, P;, ..., P,.

e) Sin=1,Qes P, QR es PRy S es P,R también. Por el Teo.
7 yDR 14, FP,R = PR que est+ QR =8§.

8) Suponer el Metateorema verdadero para los k sumandos P,
P,, ..., P,. Ahora sea Q la suma légica o disyuncién de P,, P,, .. .,
Pi, Px, y sea S la suma légica de P,R, P.R, ..., PxR, Pi.R. Ahora
argumentamos lo siguiente

F(P,vPv...vP)R=PRvPRv...vER por el supuestodel caso g
P, R=PF R Teo. 7 y DR 14
F(P,vPv...vB)RVP ,R=

(PRVPRY...vPR VP, R DR 16, Cor.
F(P, VB v...VB)V Py R =

(P,vPv...vP)RvP R Teo. 30, Cor.

Fl(vEv...vB)vE L, JR=

(PRVPRv...vPR) VPR MT. 1V, Cor.

Por nuestro convenio de asociar a la izquierda, el renglén precedente
también se puede escribir como

F(P,vPv...vBvP, )R=PRvPRv...vRRvPE, R

lo que es - QR =S donde Q contiene k + 1 sumandos.

Por induccién débil, se sigue ahora el Metateorema VII.

Para probar que R.S. es deductivamente completo, mostramos
que todas las tautologias son demostrables como teoremas dentro del
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sistema. Puesto que todas las tautologias se pueden expresar como
wff de R.S. (por MT 1), la completud deductiva de R.S. se expresa
como: Si S es una tautologia entonces + S. Un criterio para decidir
si cualquier wff es o no es una tautologia lo proporciona el método
de las tablas de verdad. Cualquier wff S tiene una tabla de ver-
dad con tantas columnas iniciales como simbolos proposicionales

distintos hay en S. Si hay = de ellos, digamos P,, P,, ..., P,, la tau-
tologia S tendri esta tabla de verdad:

P, B ... B S

T T ... T T

T T ... F T

F F ... T T

F F ... F T

Cualquier tabla tal tiene 2" renglones, cada uno de los cuales repre-
senta una asignaciéon diferente de las T y F alos P;, y aparecen
todas las asignaciones posibles. El que sélo haya T en la columna
bajo S indica que toda asignacién posible de las T y F a las P, debe
asignar una T a S.

Para mostrar que - S para todo S tal, establecemos lo siguiente:

primero, que cada renglén de su tabla de verdad, esto es, cada
asignacién de valores de verdad a las P;, puede representarse por
una wff de R.S., el primer renglén por Q,, el segundo por Q,, ...,y
el ultimo o 27-ésimo por Q,,;

segundo, que si Q,, Q,, ..., Q. son las 2* wff que representan
todas las asignaciones posibles de las T y F a los P;, entonces | (&
VQ:V ... VQu); ¥

tercero, que si una asignacién particular de las T y F a los P;,
asigna una T a S, entonces si Q; representa esa asignacion particu-
lar, tenemos + Q; O S.

Es ficil ver que estos hechos son suficientes para probar F+ S,
Si la tabla de verdad para S tiene s6lo valores T en la columna
encabezada por S, entonces - Q, DS, F Q, D S,...,+ Q. D S.
De aqui, usando DR 10, 2" — 1 veces, tenemos + (QvQv...vVv
Q:.) D S. Y habiendo establecido que + (Q,vQ.Vv ... vQ,,) obte
nemos + S por R 1.

Ahora atacaremos el problema detalladamente, Primero debemos
mostrar que cada asignacién posible de valores T y F a los P; de un
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conjunto (P, P, ..., P,) se puede representar por una wff. Sera
conveniente la siguiente:

Definicién. Se dice que una wff representa una asignacién par-
ticular de valores de verdad a los simbolos proposicionales P, P, ...,
P, si y s6lo si (en la interpretacién normal de nuestros simbolos
operadores) es esa la Unica asignacién de valores de verdad que hace
verdadera la wff.

Si se asigna T a todo P;, esta asignacién esta representada por
la conjuncién P, - P;- ... - P., que denotamos con “Q,”. Si se asignan
las T a todos los P;, exceptuando P,, al que se asigna F, la asignacién
estd representada por la conjuncién P,-P;- ... :Pa.y- ~P, que de-
notamos “Q.,”. Se hace lo andlogo para cualquier otra asignacién
posible correspondiente a todos los renglones de la tabla de verdad,
terminando con la conjuncién ~P, - ~P.- ... ~P, que denotamos
“Q,,”. De esta manera cualquier renglén de cualquier tabla de verdad
puede representarse por una wff de R.S., lo que establece el primer
resultado mencionado en el pirrafo precedente.

Ahora nos ocupamos del segundo, que expresamos cComo:

METATEOREMA VIII. Si Q,, Q,, . .., Q., representa todas las posibles
asignaciones de valores de verdad a los n simbolos proposicionales
distintos P, P,,...,P,, entonces - (Q;vQ,v...V Q).

Prueba: Usamos induccién débil sobre el nimero de los P;

«) Sin=1, 2"=2,yQ, es P, y Q. es ~P,. Aqui tenemos
- P, v ~P, por el Teo. 7, Cor., que es F (Q, v Q:).

#) Supéngase el Metateorema para Pi, P;, ..., Px. Ahora consi-
dérese el conjunto P,, P, ..., P, Pra. Si Q:, Q:, ...,Qu repre-
sentan todas las asignaciones distintas posibles de valores de verdad
a P, P, ..., P, tenemos v (Q;vQ.Vv ...V Qx) por la hipétesis
del caso 8.

Ahora proseguimos nuestro argumento como:

b Py Vv ~Fey Teo. 7, Cor.
FQyvQe V.-V Qui)(Pisr vV ~Friy) DR 14
FQyvQev.. . vQu)Buy vV ~P) =

Q@ VvQav. . . V@B vV (Q1V Qv .V Op)~Fyy Teo. 30
FOQLVQeV. .. VQu)Py V(O Vv, v Qu)~Pi i1 MT 1V, Cor.

)
F(QLvQeV... Qi1 = (Q1 B v QB v v QzBy) MT VI
FQ,vQ,v.. 'vQZk}~P?‘+1E »
(Q1~Pip VOa~Fa V...V Qox~PF,,,) MT VII
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F(Q1Pyr vV QoPyyy V... v Qb)) V(O ~FByy v
Qe~Pyyy V... v Op~P.,) MTIV, Cor.

F OB VO I~By v OQehei1 vV Qe~Fy V... v
szPk+1 v sz~Pk+1 MT VI, Cor.

La expresién precedente contiene 2% + 2+ =~ 2 -9* = 2% gsumandos
distintos, cada uno de los cuales representa una asignacién diferen-
te de valores de verdad a P,, P,, ..., Px.. Cada Q,P.., y cada
Qi~Px.,, es una diferente Q’;, donde las 2+ @, representan todas las
asignaciones posibles de valores de verdad a P,, P,, ..., Py,.. Luego

F(Q:ivQ:2V...VvQu,). El Metateorema VIII ahora se sigue por
induccién débil.

Ahora demostramos que si la asignacién de valores de verdad
representada por Q; asigna T a S, entonces + Q; O S. Esto se pro-
bard estableciendo un resultado un poco mds general, que incluye
también el caso en que la asignacién de valores de verdad asigna
F a §, en vez de lo anterior. Este hecho se enuncia y se presenta
como nuestro siguiente metateorema.

METATEOREMA IX. Si Q; representa cualquier asignacién posible
de valores de verdad a m simbolos proposicionales P,, P, ...,P, Yy
S es cualquier wff sin componentes que no sean los P (1<i<mn),
entonces, si la asignacion de valores de verdad representada por
Q; asigna T a S, entonces + Q; D S; y si la asignacién de valores
de verdad representada por Q; asigna una F a S, entonces  Q; D ~8.

Prueba: Se usa induccién fuerte sobre el ntimero de simbolos
de S, contando cada aparicién de -, de ~, y de cualquier P; como
un solo sfmbolo.

a) 8i n =1, S debe ser un solo simbolo, y como es una wff
debe ser un P; (1 <i < n).

CcAaso 1. Q;asignauna T a S, es decir, a P;. Luego P; y no ~P;
debe ser un factor de Q;. Por MT V, + Q, = P;R, donde R es una
conjuncién de todos los factores de Q; excepto P;. Ahora se argu-
menta como sigue:

FPRD P Ax. 2
FQ; DB MT IV, Cor.

que es | Q; D S.

CAs0o 2. Q; asigna una F a S, esto es a P;. Luego ~P; debe
ser un factor de Q;. Por MT V, + Q; = ~P;R, donde R es una
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conjuncién de todos los factores de Q;, excepto ~P;. Ahora se
argumenta:

F~PRD ~P, Ax. 2
FQ; D ~P, MT 1V, Cor.

que es + Q; D ~S.

B) Supdngase verdadero el Metateorema para toda S que con-
tenga cualquier numero k < n de simbolos. Ahora considérese una
S que contenga n (> 1) simbolos. La wff S es 0S,-S; 0 ~S..

CASO 1. S es S) N Sz.

Subcaso A: Q; asigna T a S. Aqui Q; debe asignar una T a S,
yuna T a S,. Dado que S,, S, contienen menos de n simbolos cada
una, argumentamos como Ssigue:

FQ, DS, por la hipétesis del caso g
FQ; DS, por la hipétesis del caso g
FQ; >8S,°S, DR 8

que es+ Q; O S,

Subcaso B: Q; asigna una F a S. Aqui Q; debe asignar una F
aS ouna F a8, Sise asigna a S,, entonces - Q; D ~8,; por la
hipé6tesis del caso 8, y luego por DR 12 | Q; O ~(S,-S.) que es
FQ; O ~8. Si se asigna a S, entonces + Q; O ~S, por la hipétesis
del caso B8, y luego por DR 13 +Q; D ~(S,-S;) que es - Q; D ~S.

CASO 2. Ses ~8,.

Subcaso A: Q asigna T a S. Aqui Q; debe asignar una F a S,
Luego, por la hipétesis del caso 8, - Q; O ~S; que es + Q; D S.

Subcaso B: Q; asigna una F a S. Aqui Q; debe asignar una T
a S;. Luego, por la hipoétesis del caso 8, - Q; D S:. Pero + S; D
~~S, por el Teorema 4, de modo que por DR 6 tenemos +
QD ~~8;, que es F Q; O ~8.

El metateorema IX ahora se sigue por induccién fuerte.

La completud deductiva del sistema se sigue facilmente y puede
probarse como:

METATEOREMA X. R.S. es deductivamente completo (esto es,
si S es una tautologia entonces + S).
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Prueba: Si S es una tdutologia, entonces cada posible asigna-

cion de valores de verdad a sus componentes P,, P,, ..., P,, debe
asignar T a S. Luego por MT IX:

FQ, DS

FQ, DS

FQp DS
donde Q,, Q;, ..., Q,, representan todas las posibles asignaciones
de valores de verdad a P,, P, ..., P,. Ahora, usando 2" — 1 la DR
10, tenemos

FO1VQ,v...v(Q,) DS
y por €l MT VIII,

FQ1vQ,v...vQ,.)

De éstas deducimos + S por R1, lo que completa nuestra Prueba del
Metateorema X.

El problema decisorio para cualquier sistema deductivo es el pro-
blema de enunciar un criterio efectivo para decidir si un enunciado
o una férmula bien formada es o no es un teorema del sistema. En
vista de la analiticidad y completud deductiva de R.S. (Metateo-
rema II y X), el método de las tablas de verdad constituye una
solucién del problema de decisién o decisorio. Las tablas de verdad
nos permiten decidir efectivamente si una wff es o no es una tauto-
logia. Por el MT II, sélo las tautologias son teoremas, y por el MT
X, todas las tautologias son teoremas. Luego, Ias tablas de verdad
nos permiten decidir con efectividad si una wff cualquiera es o no
es un teorema. Mas adn, las pruebas hasta el MT X, inclusive,
no sélo nos aseguran que para toda wff tautolégica existe una de-
mostracion, sino que prescriben de manera efectiva un método para
construir su demostracién. La demostracién construida siguiendo las
instrucciones contenidas en la prueba de la completud deductiva
serdn, en general, mis largas que una que se descubre gracias al
ingenio y la inventiva. De acuerdo. Pero es significativo e importan-
te que por el uso de la receta contenida en las pruebas hasta la del
MT X, inclusive, puede llevarse a cabo una demostracién dentro
del sistema logistico, para cualquier tautologia sin necesidad de in-
genio o inventiva. La solucién efectiva del problema decisorio, para
el sistema, lo garantiza.

Es claro, a partir de lo anterior, que cualquier argumento cuya
validez es posible establecer por el uso de las tablas de verdad puede
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probarse vilido en R.S. En el Cap. 3 se pretendia que todo argu-
mento tal podia probarse como vilido usando la lista de diecinueve
Reglas de Inferencia aumentada por los principios de la Prueba
Condicional y la Prueba Indirecta. Ahora estamos en posicién de jus-
tificar esa afirmacién, que equivale a decir que el método de deduc-
cién presentado en el Cap. 3 es deductivamente completo. Esto pode-
mos hacerlo mostrando que todo argumento cuya validez puede
probarse en R.S. también puede probarse vélido por los métodos del
Cap. 3.

Considérese cualquier argumento P,, ..., P,.". Q cuya validez
puede probarse en R.S. Decir que hay una demostracién en R.S. de
su validez, es decir, que hay una demostracién en R.S. para la regla
de inferencia derivada P,, ..., P, F Q. Por n aplicaciones del Teo-
rema de Deduccién, Exportacién y la Regla de Reemplazo, tenemos
FP D Q donde P es una conjuncién de P, ..., P,. Por la analitici-
dad de R.S., P DO Q es una tautologia de tabla de verdad, luego
P- ~Q es una contradiccién. Ahora, hay una prueba formal de
validez para el argumento

ity Ph...,By~Q ..P-~Q

usando los métodos del Cap. 3 (por uso repetido del principio de
Conjuncién). Luego, hay una prueba formal que utiliza los métodos
del Cap. 3, para el argumento

2) P,....,B,~Q ..N

s Lns

donde N es una forma normal disyuntiva® de Ia férmula P ~Q,
pues las equivalencias incluidas entre las Reglas de Inferencia del
Cap. 3 son suficientes para permitir la deduccién de la férmula
normal disyuntiva de cualquier renglén de una prueba formal.

Dado que P - ~Q es una contradiccion, N es una disyuncién en
la que todo disyunto contiene una contradiccién como un conjunto.
Luego por utilizacién reiterada de las variantes de prueba formal
de validez para

qvllp-~p)r] - .q

la prueba formal de validez para (2) se puede extender a una
prueba formal de validez para

@3) P,...,B, ~Q ..N,

sdny

donde N, es un solo disyunto de N. Si N, no es en sif misma una
contradiccién explicita, es una conjuncién que contiene una con-

¥ Véase el Apéndice A, Pégs. 335-342
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tradiccién como conjunto. Luego por Com. y Simp. (y posible-
mente Asoc.), la prueba formal de validez para (3) puede exten-
derse y proveer una deduccién de una contradiccién explicita del
conjunto de premisas P,, ..., P,, ~Q. Y esta deduccién constituye
una Prueba Indirecta de validez para el argumento original P,, ...,
P, .". Q. Por lo tanto, cualquier argumento que puede probarse como
vélido en R.S. se puede probar vilido por los métodos del Cap. 3,
lo que es suficiente para mostrar que el método de deduccién pre-
sentado en el Cap. 3 es también un sistema de la 1égica deductiva-
mente completo.®

1 La prueba precedente es una adaptacién del articulo “Completeness of Copi’s Method
of Deduction”, por John Thomas Canty, publicado en Notre Dame Journal of Formal
Logic, Vol. IV (19863), Pigs. 142-144. Véase tamhién M.C. Bradley, “Copi’s Method of De-
duction Again”, de la misma publicacién, Vol. XM (1971), Pigs. 454-458.







Sistemas y Notaciones
Alternativos

8.1. Sistemas Alternativos de Logica

La frase “sisternas alternativos de légica” puede entenderse en
tres sentidos diferentes. Son paralelos a los tres sentidos de la frase
“sistemas alternativos de geometria”, y se les puede explicar de la
manera més conveniente por analogia con aquéllos. Podemos hablar
de la geometria plana euclidiana y la geometria del espacio eucli-
diana como sistemas alternativos en el sentido de que la primera
puede estudiarse independientemente de la segunda, y son en efecto
diferentes en cuanto que la segunda incluye mds que la primera. De
manera andloga, podemos hablar de un Célculo Proposicional y de un
Calculo Funcional como “sistemas alternativos de légica” en cuanto
que el primero puede estudiarse independientemente del segundo,
y que el segundo incluye mds que el primero —pues un Cilculo de
Funciones contiene todas las tautologias y reglas del Cilculo Propo-
sicional, ademds de los axiomas de la Cuantificacién, Reglas y Teo-
remas—. No nos vamos a ocupar de este sentido de sistema alterna-
tivo en el presente capitulo.

Un segundo sentido es aquel en el que se puede decir de la geo-
metria euclidiana y la riemanniana (o lobachevskiana) que son sis-
temas alternativos. Son alternativos en el sentido de que, aunque
puedan poseer algunos teoremas en comin cada una posee teoremas
no incluidos en la otra. Asi también, de manera paralela a esta
situacién de la geometria, tenemos en la légica sistemas alternativos
de légica que exhiben la misma clase de diferencias. Un sistema
ordinario “bivaluado” de la légica cuyas férmulas en interpretacién
son verdaderas o falsas, se puede contrastar con los sistemas “tri” o
“multivaluados” de la légica cuyas férmulas se supone que —en la
interpretacién— toman tres o n > 3 “valores de verdad” diferentes.
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Los sistemas de ldgica, alternativos en este sentido, han experimen-
tado un gran desarrollo, primero por los trabajos de Jan Lukasiewicz,
en Polonia, e independientemente por E. L. Post en EE. UU., y en
fecha mas reciente por J. B. Rosser y A. R. Turquette.! Estudiar
estos sistemas rebasa los propésitos de este libro. No es este sentido
de sistemas alternativos el que nos ocupara en el presente capitulo.

El tercer sentido en el que se puede hablar de sistemas alterna-
tivos de geometria es en el que se suponen diferentes bases axioma-
ticas de las cuales, sin embargo, se deducen idénticamente los mis-
mos teoremas. Asi, se han construido muchos conjuntos distintos de
axiomas para la geometria euclidiana, y todos dan los mismos teo-
remas. En sistemas alternativos de esta clase, se toman términos
diferentes como términos indefinidos o primitivos y se suponen di-
versas férmulas como axiomas o postulados. El término que es
indefinido en un sistema puede ser definido por otros términos pri-
mitivos en el otro sistema, y lo que en uno se supone como axioma
puede ser deducido como teorema a partir de los axiomas del otro
—en el cual los axiomas corresponden a teoremas del primero—.
Es éste el sentido de sistemas alternativos que se estudia en el pre-
sente capitulo.

Las verdades légicas cuya sistematizacién estamos consideran-
do son tautologias funcién de verdad. Todo sistema adecuado por
completo a su expresién y desarrollo debe ser funcionalmente com-
pleto, analitico, y deductivamente completo en los sentidos en que
R.S. se probé que posee estas propiedades en los Metateoremas I,
II y X del capitulo anterior. Cualquier sistema tal ser4 llamado un
Sistema Modelo de la Légica, y cualquier sistema de axiomas para
la légica sers una alternativa genuina y aceptable de R.S. si y sélo
si es un Sistema Modelo. Hay muchos diferentes Sistemas Modelos,
diferentes en cuanto que suponen férmulas distintas como axiomas.
No obstante, son equivalentes, primero, en que pueden expresar —en
sus interpretaciones normales— todas las funciones de verdad; se-
gundo, en que incluyen todas las tautologias como teoremas Yy
tercero, en que todos sus teoremas son tautologias. Un sistema

1 Ver J. Lukasiewicz; “O logice trojwartosciowej”, Ruch Filoroficzny (Lwow), Vol. 5
(1920), Phgs. 169-171,

E. L. Post, “Introduction to a General Theory of Elementary Propositions”, American
Journal of Mathematics, Vol. 43 (1921), Pdgs. 163-183.

J. B. Rosser, “On the Many-Valued Logics”, American Journal of Physics, Vol. 9 (1841),
P4igs. 207-212.

J. B. Rosser y A. R. Turguette, “Axiom Schemes for M-Valued Propositional Calcull”,
Journal of Symbolic Logic, Vol. 10 (1045) Pigs. 61-682, y Many-Valued Logics, Amster-
dam, 1952.

Véase también: Alan Ross Anderson et al., (entre otros) “Proceedings of a Colloquium
on Modal and Many-Valued Loglcs”, Acta Philosophica Fennica, Fasc. XVI (1963); vy

A. 